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ESSAJ 

SUR LES PRINCIPES 

DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 



AVANT-PROPOS 



Le présent travail est le fruit de longues réflexions solitai- 
res. A la mort de mon père, je trouvai dans ses papiers un 
manuscrit sur lequel je l'avais vu souvent, dans mon enfance, 
pencher son front pensif et aligner d'une écriture fine et serrée 
les X et les y. 

Un essai de géométrie me frappa particulièrement. Les résul- 
tats auxquels était parvenu mon père me parurent susceptibles 
d'une rigueur plus grande, et c'est en recherchant à propos de 
la géométrie cette précision plus rigoureuse que je remontai 
peu à peu aux concepts les plus généraux et que j'en vins à 
essayer un exposé des principes mathématiques qui réalisât 
autant que possible le but suprême de la science, à savoir 
l'unité et la coordination. 

A Briançon, dans le calme des longues soirées d'hiver, j'ai 
trouvé à ces études un intérêt passionnant. En occupant mes 
loisirs, elles m'ont permis d'échapper au désœuvrement et à 
l'ennui. Aussi, même si la théorie à laquelle elles m'ont con- 
duit ne devait pas recevoir la consécration offîcioUe du succès, 
je leur en saurai toujours un gré infini. 

Toute théorie nouvelle doit avoir pour point de départ 
l'étude et la critique des théories précédentes : i" afin de pro- 
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è AVA\'T-PltOPOS 

fiter des progrès réalisés pai- ces théories; 2° afin d'en dénon- 
cer les défauts et les points faibles et de justifier ainsi la 
tentative d'une solution meilleure. 

Toute théorie doit avoir conscience non seulement des pro- 
grès qu'elle réalise, mais encore des procédés et aperçus nou- 
veaux qui lui ont permis de réaliser ces progrès. 

Aussi notre essai se trouve tout naturellement divise en trois 
parties : 

1° Critique des théories existantes ; 

2" Exposé de la théorie présentée ; 

3" Etude critique des principes de cetle théorie. 

Nous croyons bon d'indiquer dès à présent on qiiekjuos 
mots le but de ce travail. 

Il nous a semblé que si l'accord n'a pas encore pu se faire 
entre les diverses théories sur les principes des mathémati- 
ques, au point qu'elles se contredisent souvent les unes les 
autres, cela résultait de l'existence de plusieurs géomélries 
ég'alement exemples de contradictions intrinsèques et cepen- 
dant se contredisant l'une l'autre. On admet que ces diverses 
géométries sont également possibles, également bonnes. Il en 
résulte qu'on ne peut pas attribuer aux axiomes dont elles 
découlent un caraclère d'évidence nécessaire ; leur nature et 
leur origine ont paru incertaines et douteuses, et pour les 
expliquer, des théories variées ont pris naissance. 

Certes nous ne contesterons pas l'utilité ni l'inLérôt des 
géométries non euclidiennes. Des géomètres éminents ont 
montré tout le parti qu'on en pouvait tirer. Mais nous nous 
sommes demandé si leur diversité ne résultait pas d'un man- 
que de précision dans les définitions des termes premiers de la 
science. Il nous a semblé que certains mots employés dès 
l'origine de la géométrie, par exemple ceux de points, de dis- 
tances, de figures égales, etc., ne correspondaient le plus 
souvent qu'à une intuition vague et confuse, variable suivant 
les géomètres, et susceptible par suite d'engendrer des géomé- 
tries difPérenles. 

Déterminer d'une manière très précise les concepts fonda- 
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mentaux des sciences raaUiématicjues, déduire de ces défini- 
tions premières tout ce qu'elles contiennent (en particulier 
pour la géométrie les propositions, ordinairement considérées 
comme axiomes, énonçant les propriétés de la droite), tel est 
le but de ce travail. Les géométrïes non euclidiennes apparaî- 
tront alors comme des déductions légitimes puisque non con- 
tradictoires, mais dont il y aura lieu de chereher l'interpréta- 
tion, c'eat-à-dire l'intuition cachée derrière leurs vocables, 
vocables qui, homonymes des termes euclidiens, n'ont pas la 
même sigiiificaiion qu'eux. 
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PREMIERE PARTIE 



CRITIQUE DES THÉORIES EXISTANTES 
SUR LES PRINCIPES DES MATHÉMATIQUES 



I. — Théorie de la logistique. 

Cette thôorio qui est issue des travaux d'un certain nombre de 
géomètres contemporains, tels que MM. Peano, Schrœder, Wiiitehead, 
Russel, semble l'expression des derniers progrès réalisés dans l'expose 
des pi-incipes mathématiques. Elle doit sa réputation à son appareil 
de rigueur qui n'est qu'apparence, et à son air de profondeur qui 
n'est qu'absence de clarté. En raison de son prestige, nous en ferons 
une critique assez détaillée. 

M. Couturat, qui s'est livré à une analyse très complète des tra- 
vaux des mathématiciens contemporains sur la question des principes, 
conclut que la Mathématique pure « par sa forme est un ensemble 
d'implications conformes aux principes de la Logique, par sa matière 
est un ensemble de définitions ne contenant que des termes de Logi- 
que ». D'oïl il résulterait que la Logique absorberait en quelque sorte 
la Mathématique qui n'en serait plus qu'une branche ou une appli- 
cation. 

Cette opinion est neuve. Elle vient à l'encontre des idées générale- 
ment admises, que la Logique est la science des principes de raison- 
nement et qu'elle est impuissante par elle-môme à produire quelque 
vérité, parce qu'elle est extérieure à ces concepis et propositions fon- 
damentales qui font précisément l'objet de chaque science et qui sont 
les principes féconds, sources de vérités. 
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6 CRITIQUE DES THl!;OHIES EXISTANTES 

Sans doute la Logiqxie est plus générale que la Mathématique, car 
c'est l'enscmhle des règles universelles auxquelles la Mathématique 
comme toute autre science est assujettie. Mais les logîsticiens se trom- 
pent, quand ils soutiennent i^ue les objets des Mathématiques peuvent 
Être définis en fonction des seules constantes logiques. L'erreur vient 
de ce qu'à leur insu, ils introduisent dans la définition ou l'intui- 
tion des constantes et des principes logiques les concepts mêmes qui 
sont l'objet de la Mathématique pure. Et ce cercle vicieux leur 
échappe parce que ces concepts sont les plus simples, les plus géné- 
raux qui soient, ceux ipie tout autre implicitement contient. On 
peut dire en effet que, du moins par ses concepts fondamentaux, 
c'cst-à-dirc par sa matière, la Mathématique pure est antérieure à la 
Logique, et que c'est seulement dans ses déductions ultérieures, 
c'est-à-dire dans sa forme, qu'elle lui est subordonnée. 

C'est ce que nous allons essayer d'établir en étudiant Les Principes 
des Maihéinaiiqnes de M. Couturat{'). 

Si la Mathématique n'est qu'une branche tle la Logique, il convient 
de rechercher d'abord quelle est la nature des notions premières et 
des principes de cette Logique (^). 

a) Calcul des propositions. — M. Couturat dit do l'ouvrage 
de M. Russel : The principles of Malheinatics : m Cet ouvrage est 
destiné à justifier la thèse de l'identité fondamentale de la Logique et 
de la Mathématique, en montrant que toutes les propositions de 
celle-ci reposent sur neH/" notions indéfinissables el sur viii(/t princi- 
pes indémontrables qui sont les notions premières et les principes de 
la Logique même, a 

Qu'il me soit permis de regretter tout d'aboixl que M. Couturat 
n'ait pas dressé une liste plus claire de ces neuf notions premières et 
de ces vingt propositions indémontrables. 11 faut les chercher dans 
l'exposé qu'il fait des principes de la Logique et ils ne s'en dégagent 
pas bien nettement. 

Quoi qu'il en soit, la notion qui est clairement donnée comme la 

(') Les Prmcipes dus malhêmatiquBS, par Louis Couturat, Folix Alcan, igo5. Sans 
doute il serait pi-ofôraljlB d'ctuilier loa thôorioB présoiitÉes par M. Couturat dans les 
ouvrages mdmcs île ceuï qui les ont produites. Mais comme pareil travail n'ost pas 
dans nos mojons, nous nous rapporterons a l'osposé qu'en fait M. Couturat. 

Q) M. Cputurat distingue dans la Logique pluBiovirs cIiapitrcÈ qu'il intitule ; 
Calcu! doB propositions, calcul des classes, calcul dos relations. Noua o^amiacrons 
iB dÎToçs cbIouIb. 
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THEORIE DE LA LOGISTIQUE 

première indéfinissable est celle d'' implication. M, CouLiirat prend 
soin de nous avertir que la théorie qu'il expose ne prendra pas en 
général comme notions premières celles qui apparaissent comme tel- 
les au bon sens vulgaire. Il affirme que le mathématicien a le droit 
de choisir les concepts qu'il donne comme indéfinissables, de 
manière à obtenir le système où ces concepts indéfinissables sont en 
nombre minimum. Pour moi, je crois que le système des concepts 
indéfinissables n'est pas arbitraircj mais nécessaire. La thèse con- 
traire me semble provenir d'un manque de profondeur dans l'ana- 
lyse. 

Aussi bien, puisqu'il affirme en avoir le droit, et qu'il a raison jus- 
qu'à preuve du contraire^ nous ne reprocherons pas à M. Russel 
d'avoir choisi pour premier concept indéfinissable un concept aussi 
abstrait, aussi peu intuitif que celui d'implication. Mais ce que nous 
lui reprocherons, c'est d'être impuissant, à moins d'un appel clan- 
destin h l'intuition, à définir les concepts qu'il prétend en déduire; 
c'est de comprendre sous un vocable unique, non pas un concept 
simple, mais une synthèse de concepts élémentaires qu'il n'explicite 
pas, dont il se sert cnsuile, et qui sont ainsi subrepticement intro- 
duits. 

Il faut bien admettre, en effet, que ce concept d'implication, si 
obscur qu'il soit, coi'respond, pour ceux cpi en parlent, à une intui- 
tion plus ou moins claire. Ce mot n'est pas une vaine résonance. Il 
a un sens. Il exprime une réalité. Cette réalité c'est un rapport, une 
relation. Car ainsi qu'on le remarque plus loin, en parlant du calcul 
des relations, l'imphcation est une espèce particulière de relation. Et 
ainsi on pourrait faire à M. Russel un premier reproche, c'est de 
n'avoir pas débuté par le concept plus général de relation, pour pas- 
ser ensuite à l'espèce singulière de relation qu'est l'implication. 

Mais il y a un reproche bien plus grave : c'est que l'implication 
étant en somme la notion d'un rapport, cette notion de rapport 
suppose nécessairement d'autres notions antérieures ou simultanées 
qui sont celles des objets entre lesquels ce rapport existe. L'idée d'un 
rapport entre les choses ne peut exister que si nous avons la notion de 
ces choses. Et c'est une grosse erreur de croire que ce rapport peut 
suffire à définir ces choses. Il faut admettre comme intuitifs et le 
concept des choses et le concept du rapport entre les choses. Au sens 
propre du mot, ces deux concepts sont également iiidd/inissables. Si 
M, Russel croit pouvoir définir la proposition par ces mots : a la 
proposition est ce qui s'implique soi-même »j il faitune pétition de 
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8 CRITIQUE DES THEORIES EXISTANTES 

principe flagraiite('). Car celte définilioii n'est qu'une définilion par 
postulat et, comme telle, suppose antérieurement raffîrmalion d'objets 
susceptibles d'impliquer ou d'être impliqués. Elle ne peut donc pré- 
tendre cpi'à énoncer la propriété caractéristique (la possibilité d'impli- 
quer) d'un concept intuitif (celui de proposition). 

Enfin cette définition suppose non seulement l'affirmation préala- 
ble de l'esistcnce logique du concept envisagé, mais encore l'unicité 
de ce concept. Or, ainsi que le remarque M. Couturat lui-même, 
à vrai dire « il (M. Kussel) prend pour définition de la notion de pro- 
position le principe d'identité ». 11 est clair d'autre part que ce prin- 
cipe qui consiste à dire : ce qui est A. est A, est vérifié par ri importe 
quelle notion. Si donc la vaine tautologie que M. Russel donne 
comme définition s'applique seulement avi concept de proposition, 
c'est qu'il entend parler, non pas d'un concept que déterminerait 
cette définition, mais d'un concept dont chacun a antérieurement une 
idée absolument claire et nette. Si nous prenons par exemple les 
deux concepts voisins d'implication et d'inclusion, ce qui les distin- 
gue, c'est que le premier s'applique aux propositions et le deuxième 
aux classes, de sorte que des propositions seules on peut dire qu'elles 
s'impliquent et des classes qu'elles s'inclusent. 

De toutes ces considérations résulte que si l'on pose le concept 
d'implication comme indéfinissable, c'est-à-dire comme intuitif, le 
concept de proposition l'est au même titre : on n'a pas le droit d'en 
déguiser la nature par un semblant de définition. 

Nous irons plus loin, et nous noiis demanderons si, pour être intel- 
ligible, la notion de proposition ne suppose pas d'autres notions qii'on 
ne mentionne pas explicitement, et dont il est fait cependant un 
constant usage. Car si, comme pour l'implication, nous voulons voir 
dans le vocable de proposition autre chose qu'une vaine ■ résonance 
vide de sens, si nous voulons connaître d'elle autre chose qu'une pro- 
priété extérieure, comme celle d'impliquer ou d'être impliquée, qui ne 
nous indique pas en somme ce cpi'elle est en soi, il faudra bien consta- 
ter que la proposition est l'énoncé soit d'une propriété, soit d'un 
rapport entre les- manières d'être des choses. Elle suppose donc 
nécessairement la notion des choses qui jouissent de cette propriété, 

(') M. Couturat remarque lui-mema [pi' «au point do viie philosopliiqiie la notion 
d'implication paraît supposer celle de proposition, précisémont parce que soulos les 
propositions peuvent impliquer ou être implîquiSes ». Je me demande en vertu de 
<£uel privilège ce qui est carde vicieuï au point de vue philosophique ne le serait 
plus au point de vue logiquo ou malbématique. 
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OU entre les manières d'être desquelles existe ce rapport. Les notions 
de propriété ou de rapport entre les manières d'être nous apparais- 
sent comme le résultat d'un travail d'abstraction sur les données sen- 
sibles et ce résultat s'appelle concept. Antérieurement à ce résultat qui 
est le concept, il faut placer l'intuition de ce que toute autre chose 
suppose, l'intuition de l'être. Dès l'origine, M. RusÈel fait de ce con- 
cept un usage inconscient. Or l'être considéré dans sa plus pure 
abstraction, l'être distinct et individuel, c'est-à-dire l'unité, est pré- 
cisément le premier concept fondamental de la Mathématique. 

Donc, premier résultat acquis : la théorie de M. Russel prend 
comme point de départ un concept qui n'est pas simple et qui sup- 
pose l'intuition d'un grand nombre de concepts élémentaires. 

Les points les plus importants sont ensuite ceux où un concept 
nouveau est défini. Dans le calcul des propositions de M. Russel, les 
principaux termes introduits sont ceux de : produit logique des pro- 
positions, de vrai, de faux, de somme logique des propositions, de 
proposition négative. 

Tous ces concepts sont introduits au moyen de définitions. Toute- 
fois, pour celui de produit logique des propositions, M. Couturat se 
sépare de M. Russel et préfère faire un appel à l'intuition. Il évite 
ainsi le reproche que nous exposerons plus bas. Mais il est regrettable 
qu'il ne se soit pas rendu compte que ce concept encore est, non pas 
un concept simple, mais un concept composé. C'est en effet le con- 
cept de l'existence simultanée ou coexistence de divers objets qui 
sont, dans l'espèce, des propositions. Or cette intuition de la diver- 
sité des êtres, considérée dans sa plus grande généralité, est précisé- 
ment la deuxième intuition fondamentale de la Mathématique : c'est 
l'intuition de la pluralité. Le concept du produit logique des proposi- 
tions n'est que l'application, à un objet très particulier, du concept 
très général de la pluralité mathématique : il la suppose, il lui est 
subordonné. Et ainsi s'affirme une fois de plus que par sa matière, la 
Mathématique est antérieure à la Logique. 

Pour les autres termes, les définitions qui les introduisent ont tou- 
tes le même défaut, qui est une pétition de principe. Il faut bien se 
rendre compte en eflet de ce qu'est une pétition de principe. Si l'on 
pose un concept comme intuitif, et qu'on énonce dans des proposi- 
tions qu'on appellera principes ou axiomes, les propriétés intuitives 
de ce concept, c'est-à-dire ce qui le caractérise, on pourra peut-être 
encourir le reproche de n'avoir pas su déduire ce concept d'autres 
antérieurement introduits, mais on ne fait pas de pétition de principe. 
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Au contraire, si on prétend déduire un concept des concepts anté- 
rieurs, et par suite le définir, et si cette définition suppose, sans 
démonstration préalable, l'existence et l'unicité du concept envisagé, 
alors it y a pétition de principe. 

Soit par exemple la définition de la négative. La négative n d'une 
proposition p est la proposition n qui vérifie avec p les deux relations : 

pnn^=A j:)OK = V, 

c'est-à-dire « l'affirmation de p et de n est fausse n — « l'aUernative 
de p et de n est vraie, a On ne peut dire que ces relations définis- 
sent réellement une proposition (la négative de p'), cpie si l'on a 
démontré leur légitimité, c'est-à-dire si on a démontré qu'il existe 
vraiment une proposition et une seule susceptible do les vérifier avec 
p. Comme on ne peut pas le démontrer, on est obligé de les poser en 
axiomes, c'est-à-dire comme des conséquences de Tintuition. Or le 
fait de ne pas mentionner le postulat d'existence implicitement con- 
tenu dans la définition constitue une pétition de principe. 

Il ne faut pas se faire iUusîon sur le terme de définitions /orme/fe.î, 
employé pour caractériser ces diverses propositions de la Logique. 
Formel ne veut pas dire « vide de tout contenu w comme le dit 
M. Couturat. Les définitions formelles ont au contraire un contenu, 
très vaste et très général, susceptible d'une infinité de déterminations. 
Ce contenu, ce sont des concepts très abstraits sans doute, mais qui 
n'en constituent pas moins une matière bien déterminée, un objet 
très précis. Si la Logique nie cet objet, elle se condamne elle-même. 
Car elle n'est plus alors que pur verbiage, suite de résonnances plus 
ou moins harmonieuses mais vides de sens, et par conséquent sans 
portée ni. utilité d'aucune sorte. Si la Logique reconnaît cet objet, 
alors toute définition qui n'est pas purement nominale suppose pour 
le concept défini la solution de la question d'existence : si cette exis- 
tence n'est pas démontrée, il y a pétitiou de principe. Pour éviter la 
pétition de principe, il faut reconnaître le concept envisagé comme 
intuitif, et le principe dont M. Russel croit, à tort, pouvoir tirer son 
concept, ne sera plus que l'énoncé des propriétés de ce même con- 
cept résidtat do l'intuition. 

6) Le vrai et le faux logistiques. — P.irmi les concc[its 
introduits par M. Russe!, il en est deux ipii méritent de fixer un 
instant l'attention, parce cpae ce sont les concepts qui servent en 
gomme de base à tout l'édifice de la Logistique, Ce spntles concepts 
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du vrai (représenté par le symbole V) et du faux (représenté par le 
symbole A)- 11 semble, étant donné le rôle important qu'on leur fait 
jouer, qu'ils n'ont pas été définis avec toute la clarté désirable. Leur 
définition est : 

ADx xOV 

Il r u\ illi{'-' ^'' — ' \i n est impliq IL pir t ut 

D iboid h m me lemniquc s impose toujours si 1 en \put PMter 
la pétition de pimcipc il faut admettiequc ces concepts sont le lesul 
tat de 1 intuition Mais alors je prétends que c est vraiment trop 
demandei à 1 intuition 

Sans douti les theoiies irtifindles el ^btiles ont une force paili 
culière de vitalité Elles tirent de leur obscurité un iir de piolon 
deui toi que ceu\ qui voudriicnt les attaquer souvent n osent pas 
paice qu ils se demandent toujouis a ils les r nt biLn comprises Mais 
)e ptcttnds qu une théoiie qui est un Lchifiudige du rébus n est pis 
bonne. 

Je n'aurai pas de fausse honte, et j'avouerai que je ne comprends 
lien à la définition du vrai et du faux que donne IVI. Russel. Il me 
semble difficile qu'un esprit ordinaire, de bonne foi, puisse se faire 
une idée même très vague du vrai et du faux logistiques. 

Jetons en effet un coup d'œii sur l'ensemble de la ibéorie. Le pre- 
mier concept intuitif est celui d'implication. M. Couturat essaie de 
nous faire saisir la nature de cette intuition, II explique : si on a 
pOq, cela signifie que a si p est vraie, q est vraie » ou encore « ou p 
est fausse ou q est vraie a. Ces explications utilisent les termes de 
vrai et de faux. Or on définit ensuite le vrai et le faux par des impli- 
cations. Quelle intuition celui qui n'est pas dans le secret des dieux, 
pourra-t-il raisonnablement avoir de ces concepls? 

Quelles explications pourra- t-il se donner des implications 

A 3 X- xOK 

Kilos voudront dire : 

1! si le faux est vrai, tout est vrai » 
et encore 

H ou tout est faux, ou le vrai est vrai ». 

Il est certain que dans ces formules, il y a un vrai et un faux du 
sens commun dont j'ai une certaine notion, et il y a un vrai et un 
faux de la Logique qui restent entourés d'une impénétrable obscurité. 
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J'en arrive à conclure — ou bien que ce faux el ce vrai sont des 
symboles vides de sens — ou Lien que ces concepts n'ont pas de pré- 
cision plus grande que les concepts vulgaires : ils se confondent avec 
eux, et il est inutile de déguiser leur nature par une définition 
obscure. Mais alors cette intuition constitue une base bien défec- 
tueuse pour une théorie qui aurait des prétentions à la rigueur. 

Nous ferons une dernière remarque : quel est ce« tout a mysté- 
rieux qui fait partie inlégrante de la définition? Ce sont sans doute 
toutes les propositions vraies ou fausses (les termes vraies et fausses 
étant entendus dans le sens vulgaire ; conformes ou non à la réalité). 
Mais les propositions absurdes, les non-sens, font-elles partie de ce 
tout ? Est-ce que le faux implique l'absurde ? Est-ce que le vrai est 
impliqué par l'absurde? Evidemment non, puisque par Ini-mcmc 
l'absurde n'est ni vrai ni faux. 

L'erreur de M. Russel est d'avoir voulu définir un vrai et tin faux 
absolus. Or le vrai et le faux absolus n'existent pas. Le vrai et le 
faux n'existent que par rapport à certaines proposiLions fondamenta- 
les ou principes. Quant à ces principes, sont-ils vrais, sont-ils faux ? 
La définition de M. Russel ne pourra trancher la question que par une 
nouvelle pétition de principe qui classera ces propositions parmi celles 
qui sont impliquées par tout, et non dans celles qui impliquent tout. 

J'irai plus loin, et je ferai remarquer que cette question de la 
valeur des propositions s'impose pour les principes mêmes énoncés 
par M. Russel dans son calcul des propositions. Il est étonnant que, 
dans un hvre de Logique, on ne se préoccupe pas de la valeur logi- 
que des principes mêmes de cette science. Que sont ces principes i* 
Pourquoi ne dit-on pas ce que c'est qu'un principe, alors qu'on défi- 
nit tout le reste ? Un principe est indémontrable : soit ; mais c'est là 
une proposition qui ne nous fait pas connaître la nature même du 
principe. Est-ce une intuition nécessaire? Est-ce un résultat de l'ex- 
périence ? 

Dans le calcul des propositions tel que l'expose M. Couturat, il y a 
des principes qui ne me semblent pas nécessaires. Soit le principe du 
milieu exclus : « ou /) est vraie, ou sa négative est vraie. » Comme 
on n'a jamais parlé de ce qui est le véritable critère d'une proposi- 
tion, à savoir l'absence de contradiction entre les termes, je puis ima- 
giner des énoncés qui sont des absurdités aussi bien dans l'afllrmative 
que dans la négative, par exemple : « les trois angles d'une circonfé- 
rence sont droits » — (i les trois angles d'une circonférence ne sont 
pas droits ». Aucune de ces propositions n'est vraie ou fausse. 
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Alors quelle est la valeur de ces principes qu'on prétend m'impo- 
ser ? Quel critère aurai-je de leur légitimité ? Certes, il en existe un : 
mais M. Russel ne l'a pas mis en lumière. Dans cette foule de prin- 
cipes donnés comme indémontrables, il existe un lien secret qui fait 
leur unité : c'est le principe de contradiction, auquel se ramène au 
fond toute la Logique. Seulement, il faut l'introduire à sa place, c'est- 
à-dire tout à fait à l'origine de cette science. Il ne faut pas être vic- 
time de cette illusion qui, entassant pétition de principe sur pétition 
de principe, transforme des définitions dites formelles en théorèmes 
d'existence, et qui, arrivant par exemple à caractériser une négative 
par les rapports qu'elle-même et son affirmative ont avec un vrai et 
un faux mal ou pas du tout définis, se figure introduire par une défi- 
nition qui est un postulat, un concept que ce postulat suppose anté- 
rieurement acquis. Il faut surtout trouver à la science une base autre- 
ment solide que ces concepts du vrai et du faus qui figurent dans 
l'énoncé de nombre de principes et qui sont caractérisés par un sym- 
bolisme absolument vide de sens. 

c) Calcul des classes. — Après le calcul des propositions, 
M. Couturat expose le calcul des classes. La rigueur de celte partie 
de la Logistique est infirmée de toutes les inexactitudes qui entachent 
la première partie, parce que cette première partie lui sert de base. 
C'est ainsi que des notions si défectueuses du vrai et du faux, on 
déduit l'idée de classe, ensemble des valeurs qui vérifient une fonc- 
tion propositionnelle. 

Le calcul des classes renferme de plus une latune ^ave, un manque 
do profondeur dans les vues qui expbque la prétention des logisticiens 
de faire de la Mathématique puie une iimple branche de la Logique. 

Ils se servent en effet inconsciemment, dans ce calcul des classes, 
des deux concepts fondamentaux de l'Anthmélique ; ces concepts 
sont ceux de l'individualité de l'être, ou unité, et de la diversité des 
êtres, ou pluralité. 

Le concept de variable, qui, selon le propre aveu de M. Couturat, 
est si difficile à déterminer, qui reste si obscur, si imprécis, repose au 
fond sur celui de pluralité : si à un terme indéterminé d'une fonction 
propositionnelle on peut substituer diverses valeui^(') déterminées, 



(') II est regrettable que M. Couturat n'ait pas indiqua d'une manière très prooifle 
■es intuitions cpi'ïl est ncc;c6saire do placer au cojumencptnnut (!u calcul des classes' 
Il so sert d'une quantité de mois uoiiveauï ; fonction, valeur, terma indchirminé, 
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c'est qu'intuilivcmeiit nous possédons ce concept de la pluralité pos- 
sible des êtres. Le fait secondaire de vérifier telle ou telle fonction 
propositionnelle pourra bleu constituer la pluralité particulière des 
éléments d'une classe ; mais antérieurement, il y a le concept do la 
coexistence possible d'éléments, c'est-à-dire le concept très général 
de la pluralité mathématique. 

Il n'est pas un énoncé de la Logistique qui ne suppose ce concept, 
et pourtant ce concept passe inaperçu aux logisticiens. A aucun mo- 
ment, ils n'éprouvent la nécessité de le mentionner. Depuis l'origine, 
ainsi (jue nous l'avons vu, ils s'en servent, mais ils n'en ont pas une 
vision distincte. Et c'est pour avoir ainsi inconsciemment introduit, 
dans la définition des constantes logiques, le concept qui fait l'objet, 
la matière même de l'Arithmétique, qu'ils peuvent conclure à l'iden- 
tité de la Logique et de la Mathématique. 

Tous les concepts qui figurent dans le calcul des classes de M. Rus- 
sel résultent de l'intuition fondamentale de l'unité et de la pluralité, 
et l'on peut dire que ce calcul n'est au fond que l'Arithmétique même, 
travestie sans nécessité et alourdie d'un bagage inutile. C'est une arith- 
métique dont les axiomes, au lieu de s'étaler au grand jour, se déro- 
bent sous la forme de définitions comme celles des classes équiva- 
lentes, de somme logique et de produit logique des classes. 

d) Calcul des relations. — Le calcul des relations qui vient après 
celui des classes, repose sur une notion indéfinissable, celle de rela- 
tion. Il y a un certain nombre d'axiomes qui déterminent les pro- 
priétés de cette notion. Dans la théorie de M. Russel, la relation joue 
un rôle très important: c'est elle qui sert de base à la définition des 
nombres cardinaux et à la généralisation de la notion de nombre. On 
voit ainsi sur quel échafaudage immense de propositions indémon- 
trables repose la notion de nombre, et encore la notion à laquelle on 
arrive (les nombres rationnels sont des opérations sur les nombres 
entiers) est-elle très artificielle. 

Je considère comme absolument inutile une étude abstraite des 
relations. Entre les concepts qui font l'objet de chaque science se pré- 
sentent des relations particulières et bien déterminées dont l'exposé 
constitue en partie le développement même de la science- Mais ces 



il est difficile: ih discorncv cr.us qu'il l'Sntcntiou de définir. Eli 
n Intuition f]ii'il iic mentionne sflrnmcnt |)as, c'est cfilli? do la plii' 
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vérités se déduisent par l'application des règles générales du raison- 
nement, sans qu'il soit nécessaire de faire intervenir des axiomes spé- 
ciaux relatifs aux relations. 

La relation est encore un de ces procédés détoui'nés employés par 
les logisliciens pour expliquer d'une manière compliquée les concepts 
les plus simples. 

e) Conclusion. — En résumant toutes les critiques auxquelles 
donne lieu la théorie de M, Russel, nous dirons que si les logisticiens 
ont pu considérer la logique non pas seulement comme un instrument 
de démonstration, mais encore comme un instrument d'invention : 
i" c'est que les premiers concepts choisis par eux pour expliquer les 
autres ne sont pas des concepts simples, mais des synthèses de con- 
cepts qu'ils n'explicitent pas ; 2" c'est qu'ils ne se sont pas rendus 
compte de la >eritable nature des prétendues définitions par lesquelles 
ils introduisent chaque concept nouveau : en tant que définitions, elles 
impliquent une pétition de principe, parce que l'existence du con- 
cept emisagé n est pas démontrée. L'affirmation de cette existence ne 
peut ôtie que le résultat d'un postulat, et le postulat est l'énoncé 
d'une intuition or c'est l'intuition qui est, suivant l'expression de 
M Pomcare, 1 instrument d'invention ; elle est extérieure à la 
Logique. 

Les deux concepts les plus importants, qu'ils négligent de mention- 
ner et dont ils se servent inconsciemment dès l'origine, sont les con- 
cepts de l'individualité et de la pluralité. S'étanl ainsi approprié d'une 
manière clandestine et illicite ce qui constitue l'objet même de l'arith- 
métique, la logique prétend absorber cette dernière. 

Fîère de ce premier succès, elle prétend absorber encore la théo- 
rie des grandeurs et la géométrie. Mais là, la prétention est vraiment 
trop exagérée. Car il est manifeste (et il suffit pour s'en convaincre 
de lire M. Goutural lui-même) qiie ces théories reposent sur des 
axiomes ou propositions fondamentales qui caractérisent un ou plu- 
sieurs concepts, objets de chacune de ces sciences. La théorie de la 
grandeur, telle que l'expose M. Goulurat, ne reposerait-elle que sur 
la notion du continu, ce continu étant lui-même le résultat de la con- 
sidération d'un ensemble ordonné, présentant ce qu'on appelle des 
suites fondamentales, il est clair que cette théorie contient des intui- 
tions extérieures à la Logique. La définition même de nombre 
incommensurable donnée par M. Russel contient une pétition de 
principe qui saute aux yeux. Sa définition du segment (on appelle 
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segment toute classe de nombres rationnels non nulle, qui ne com- 
prend pas tous les nombres rationnels, qui comprend tous les nom- 
bres rationnels plus petits qu'un quelconque de ses éléments, et teUe 
que chacun de ses éléments est plus petit qu'un autre de ses élé- 
ments), pourra bien s'appliquer à la classe 6x des nombres rationnels 
plus petits qu'un nombre rationnel x (ce nombre x étant exclu de la 
classe), parce qu'on a montré l'existence de tels nombres. Mais dire 
que tous les segments ne sont pas de la forme (la;, x étant un nombre 
rationnel, alors que rien n'autorise cette manière de voir, et introduire 
ainsi la notion de nombre incommensurable, c'est faire une pétition 
de principe flagrante ; plus exactement c'est faire appel à une intui- 
tion tout à fait extérieure à la Logique, 

La critique que nous venons de faire de la théorie présentée par 
M. Gouturat au point de vue de l'identité de la Logique et de la 
Mathématique nous a conduit à montrer quelle était l'importance de 
l'intuition dans l'établissement des principes de la science. Parler de 
certaines notions en disant simplement qu'elles sont indéfinissables, 
et de certains principes en disant qu'ils sont indémontrables, si par 
ces mots on n'entend pas des notions intuitives et des énoncés de. 
propriétés conçues intuitivement, parler de définitions purement for- 
melles en voulant dire que ces définitions ne s'appliquent à aucun 
objet, c'est tomber dans un nominalisme analogue au ramage des 
perroquets, c'est-à-dire dans un verbiage sans intérêt, parce qu'il n'a 
aucun sens ni utilité d'aucune sorte. 

Il semble que M. Russel mette un soin jaloux à masquer toutes 
les intuitions auxquelles il fait appel. Mais si l'on cherche à dénon- 
cer toutes les intuitions supposées par sa théorie, on demeiire frappé 
de leur nombre considérable. Et comme, dans un exposé des princi- 
pes, la question fondamentale est celle du nombre des concepts et des 
principes irréductibles, la théorie de M. Russel ne paraîtra pas suffi- 
sante. La raison de cette insuffisance vient de ce que, n'ayant pas su 
voir quelles étaient les intuitions vraiment fondamentales, il a été 
obligé d'accumuler les intuitions partieUes, définissant des caractères 
secondaires et dérivés, alors qu'en suivant une marche inverse, ces 
caractères auraient pu se déduire d'un ensemble 'd'intuitions plus 
générales et moins nombreuses. 

Enfin la théorie de M. Gouturat est incomplète. C'est en cH'el, 
comme nous l'avons vu, la théorie de l'impératif arbitraire, c"est-à- 
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dlue qu'elle impose des piirtcipes de litisonneineut el des axiomes 
qu'elle est incapable, et qu'eUe ne se préoccupe même pas de justi- 
fier. Elle dicte des lois : quelle en est la valeur P Elle est muette sur 
ce point. 

Or le bon sens le plus élémentaire nous crie que ces lois ne sont 
pas des postulats arbitraires, mais qu'elles doivent avoir leur fonde- 
ment dans le plus intime de la raison humaine, qu'elles en sont l'ex- 
pression même. Elles ont une raison d'être impérieuse et indépen- 
dante du caprice des logistîciens qui les énoncent. 

Quelle est cette raison d'être? Nous devons voir si nous ne trouve- 
rons pas dans les dlvei-ses théories présentées sur la nature des 
axiomes, le complément qui manque à la théorie de M. Couturat. 



II. — Théories sur la nature des axiomes. 

a) Théorie de l'évidence. — Une première théorie, la phis 
vulgaire et la plus simple, consiste à classer tous les axiomes sous la 
rubrique : « vérités évidentes par elles-mêmes. » Or qu'est-ce que 
l'évidence ? C'est pour un certain nombre de propositions un carac- 
tère de clarté, de nécessité tel, que ces propositions s'imposent à nous 
comme l'expression de la réalité : ce sont des vérités intuitives. Mais 
c'est là un énoncé qui nous fait connaître seulement un caractère de 
l'axiome, et non sa nature même. 

Ce caractère est bien trop vague, bien trop flou, pour en faire la 
base unique de la science. Où commence cette évidence i* On cesse- 
t-elle? Car d'une part, l'habitude que l'on a de certaines propriétés ou 
de certains rapports des choses peut faire illusion sur le véritable 
caractère des propositions qui les énoncent. D'autre part, si ma raison 
se refuse à reconnaître l'évidence des propositions qu'Euclide pose 
au commencement de sa géométrie, qui me convaincra ? Car de cette 
évidence même, je puis réclamer une raison. SI l'on me dit que 
« deux grandeurs égales à une troisième sont égales entre elles », il 
peut me sembler forcé, nécessaire que ce soit la conséquence de 
quelque chose, par exemple de la définition même des objets dont on 
parle, grandeur, égalité. 

Il faudra donc ajouter : évidences irréductibles. Or l'irréductibilité 
n'est pas une propriété intrinsèque, mais bien une propriété contin- 
gente et accidentelle, résultant de ce qu'on n'a jamais pu déduire la 
vérité considérée d'une propriété plus générale du concept étudié. 
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Mais do cette impuissance constante rcsulte-t-il que la rétluction Rst 
effectivement impossible ? 

Certains géomètres, tout en conservant le caractère d'évidence pour 
définir certains axiomes généraux communs à toutes les sciences, ont 
cherché une aulre définition pour les axiomes particuliers à certaines 
js, notamment à la géométrie. 



b) Théorie de l'expérience, — M. de Freycinet, dans son 
ouvrage De l'expérience en géomêine, montre combien il est peu logi- 
que déposer comme vérités évidentes par elles-mêmes des proposi- 
tions n'ayant pas du tout le caractère de nécessité, comme : o d'un 
point donné on peut toujours mener une parallèle à une droite don- 
née et on n'en peut mener qu'une « ; — et encore : « une droite qui 
a deux points dans un plan s'y trouve contenue tout entière ». 

Aussi M. de Freycinet chercbê-t-il ailleurs que dans leur évidence 
ia justification des axiomes géométriques. Il leur attribue une nature 
différente, une origine expérimentale. Ils con'espondent à des réali- 
tés, et seraient le résultat d'observations : d'où leur définition de 
« lois naturelles ». 

Cette définition, outre l'inconvénient qu'elle présente de n'être 
pas générale, et de s'appliquer seulement au cas particulier des 
axiomes géométriques, a le grave défaut d'enlever aux axiomes, ou du 
moins de ne pas mentionner leur caractère fondamental d'être les 
propositions premières d'où le raisonnement déduit toute la science. 
Aussi le géomètre perd-ii de vue le but suprême auquel doivent ten- 
dre tous ses efforts, et qui est de coordonner toutes les vérités, de les 
unifier par des rapports de dépendance, en les ramenant à un petit 
nombre de principes. Il juxtapose les lois aux lois : l'expérience 
complaisante est là pour les vérifier. Avec un procédé de justification 
si commode, on a bien vite oubfié m cet ordre le plus pai-fait entre 
les hommes, dont parle Pascal, et qui consiste à ne pas prouver tou- 
tes les vérités connues des hommes et à prouver toutes les autres ». 

C'est ainsi qu'il existe certaines propositions dont M. de Freycinet 
reconnaît possible la démonstration rationnelle, et qu'il préfère 
appuyer sur l'expérience, sous prétexte que le raisonnement est com- 
pliqué, et (1 la connaissance de la propriété fondamentale en question 
antérieure dans notre esprit à la démonstration » qu'on en fait : rai- 
sons bien faibles, quand on les oppose à la nécessité impérieuse pour 
le savant d'enchaîner et de subordonner toutes ses propositions. 

Sous prétexte tpic Kepler a trouvé les lois du mouvement plané- 
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taiic en s'appiiyaiit sur les résultats de rexpérience et les observations 
astronomiques, dira-t-on qu'elle est vaine la théoiie postérieure de 
Newton qui en donne une explication rationnelle? 

Que nous ayons puisé dans l'observation de la nature la notion des 
figures géométriques et de leurs propriétés, c'est un résultat histori- 
que que personne ne conteste. Mais ces données expérimentales ne 
doivent servir qu'à provoquer le raisonnement, le favoriser, le guider, 
et non ie remplacer. Qu'au début, on présente à l'enfant comme des 
résultats de l'expérletice certaines propositions pour le familiariser 
avec les concepts géométriques, ne point le rebuter par des raisonne- 
ments trop arides et lui apprendre facilement des résultats pratiques, 
rien de plus ]'aisonnable, je dirai même de plus pi'udent. Mais là n'est 
point la question, car nous ne nous plaçons pas au point de vue utili- 
taire de l'ouvrage pédagogique. 

Le but qu'on doit se proposer est. d'obtenir un système où tout se 
tient, où tout s'encbaîne. Or dans la géométrie tirée de l'expérience, 
apparaissent d'abord une foule de concepts épars, irréductibles. A 
c&té de ces concepts, figurent des propositions qu'aucun lien logique 
n'unit entre elles. 

On dit de plus que ces propositions sont le résultat d'expériences 
« idéalisées et généralisées ». Mais il faudrait alors expliquer com- 
ment l'esprit humain effectue cette idéalisation des expériences en 
laquelle consiste vraiment la genèse de la science. La géométrie 
expérimentale, négligeant ce travail, est nécessairement insuffisante 
.et superficielle. Les propositions premières y garderont toujours un 
caractère d'à peu près. Ce seront des vérités de sentiment, et la rai- 
son n'est pas satisfaite. 

c) Théorie de l'intuition perfectionnée par M. Poincaré. 

— Dans son ouvrage La Science et l'Hypothèse, M. Poincaré s'est 
attaché à démontrer que l'expérience à elle seule était impuissante à 
nous fournir les énoncés des axiomes géométriques. « L'expérience, 
dit-il, joue un rôle indispensable dans la genèse de la géométrie ; 
mais ce serait une erreur d'en conclure que la géométrie est une 
science expérimentale, même en partie. )> Il faut nécessairement 
adjoindre à l'expérience le travail d'une puissance créatrice, ayant 
soif de simplicité. 

Dans l'ouvrage intitulé La Valeur de la Science, M. Poincaré 
revient sur la question des axiomes, et dit qu'ils résultent de ce 
qu'on ne peut appeler d'un autre mot que Vinlmtion. Mais cette 
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întuil.ion [irosente bien des cavaclères différents. Elle n'est [las fondée 
unicfuenient sur le témoignage des sens. Il suffit par exemple de con- 
sidérer les quatre axiomes suivants : 

a 1° Dens quantités égales & une troisième sont égales entre elles. 

2° Si un tliéorème est vrai du nombre i , si on a démontré qu'il est 
vrai de n -|- 1 , pourvu qu'il le soit de n, il sera vrai de tous les nom- 
bres enliers positifs. 

3" Si sur une droite le point C est entre A cl B et le point D outre 
A et G, le point D sera entre A et B. 

à" Par un point, on ne peut mener qu'une parallèle h une droite. 

Tous quatre doivent être attribués à l'intuition; et cependant le 
premier est l'énoncé d'une des règles de la logique formelle, le 
deuxième est un véritable jugement synthétique a priori, c'est le fon- 
dement de l'induction malliémalique ; le troisième est un appel k 
l'imagination ; le quatrième est une définition déguisée (') », 

Ainsi, pour M. Poincaré, les axiomes en général ne sont pas autre 
chose que des vérités intuitives, mais il reconnaît en même temps que 
ce caractère n'est pas suffisant pour déterminer, caractériser l'axiome, 
M. Poincaré cherche à préciser cette intuilion en déterminant dans 
chaque cas ses caractères dîstinctifs. Mais le fait de caractériser l'in- 
tuition qui donne naissance à chaque axiome ne précise pas la déGni- 
tion même de l'axiome. Aussi le reproche que nous avons formulé à 
propos de la théorie de l'évidence subsiste. Cette définition de 
l'axiome reste impuissante à différencier d'une manière certaine les 
vérités absolument irréductibles de celles qui ne le sont pas. 

Aussi n'est-il pas étonnant de voir M. Poincaré lui-même donner 
le nom d'axiomes à des propositions qui n'en sont pas, par exemple 
k la loi de récurrence. M, Gouturat l'a fort bien montré. M. 'Poincaré 
dit que l'énoncé de cette loi (si un théorème est vrai pour le nom- 
bre I , si on a démontré qu'il est vrai de ii + 1 , pourvu qu'il le soit do 
n, il sera vrai de tous les nombres entiers positifs) implique une infi- 
nité de syllogismes et par suite est irréductible au principe de contra- 
diction. Or si l'on admet pour la suite des nombres la propriété d'être 
illimitée, on ne pourra pas sans contradiction refuser cette propriété 
à la suite de syllogismes qui constitue la loi de récurrence. Cette loi 
de récurrence « fait doue partie de la définition des nombres finis et 
en exprime une propriété essentielle et caractéristique (^J ii. 



(') M. PojNCAKÉ, La Valeur de ta Science. 

Q) M. GovTtîRAT, Principes des mathématiques, p. 63. 
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C'est principalement pour certains axiomes particuliers, notam- 
ment pour les axiomes géométriques, que M. Poincaré a cherché à 
perfectionner la théorie de l'intuition. Il lui adjoint ce qu'il appelle 
un « opportunisme inconscient », c'est-à-dire que l'esprit choisit de 
lui-même pour les poser en principes les hypothèses qui lui appa- 
raissent comme les plus simples et les plus commodes. Les axiomes 
seraient des définitions déguisées. A cette théorie, comme à celle de 
l'expérience, on pourra toujours faire le même reproche, qui est de 
laisser une latitude trop grande dans le choix des propositions pre- 
mières. On pourra faire autant de conventions commodes qu'on en 
sentira le besoin, c'est-à-dire souvent plus qu'il ne sera nécessaire. 
Cett« théorie ne réalise pas cet idéal d'unité et de coordination qui est 
le but final de la science. 

De plus, le choix du terme « définitions déguisées » pour caracté- 
riser les axiomes ne me semble pas heureux. Il est indispensable en 
effet dans l'établissement des principes de la science d'éviter avec soin 
toutes les expressions qui peuvent prêter à confusion. Or dire des 
axiomes que ce sont des « définitions déguisées », c'est sembler con- 
fondre deux espèces de propositions, les axiomes et les définitions, de 
nature absolument différente. Il n'y a à proprement parler de défini- 
tions que les définitions dites nominales, c'est-à-dire celles qui con- 
sistent à afEiilDler d'un vocable un concept intuitif ou un concept dont 
on a démontré l'existence logique. Quiconque a le souci d'une clarté 
rigoureuse, ne devra employer le terme de définition que dans celte 
acception, et non, comme le fait M. Poincaré, pour désigner des pro- 
positions qui servent à définir un concept dans le sens de caractéri- 
ser, déterminer ce concept. 

d) Conclusion, — En résumé, aucun des énoncés proposés pour 
définir l'axiome ne nous satisfait. La raison de cette insulfisance vient 
de ce qu'on ne précise pas l'objet de l'axiome. En soi, qu'est-ce que 
l'axiome P C'est un énoncé. L'énoncé de quoi? Des propriétés d'un 
concept. Or tout cela; la définition de M. Poincaré le contient peut- 
être en puissance. Mais ce qu'elle ne précise pas, c'est la nature, l'es- 
pèce du concept qu'on caractérise par l'énoncé de ses propriétés. On 
a toujours admis jusqu'ici que l'axiome pouvait s'appliquer à un con- 
cept quelconque, par exemple à des concepts très particuliers comme 
ceux de la droite et du plan : plus exactement, c'est parce qu'on ne 
pouvait pas déduire ces concepts et leurs propriétés, d'autres plus 
généraux, qu'on a été oblige d'introduire des axiomes pour les déter- 
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miner. Ainsi s'expliquent les recherches sur la nature de l'axiome : 
les propriétés de la droite et du plan n'étant pas d'une intuition néces- 
saire, qui s'impose invinciblement à nous, les uns ont pu prendre les 
axiomes pour des vérités d'expérience, les autres pour des conven- 
tions commodes. Ainsi s'explique également que le nombre des 
axiomes n'est pas limité d'ime manière certaine, parce que celui des 
concepts particuliers pour lesquels on peut en solliciter, est indéter- 
miné. 

Mais si nous n'admettons pour axiomes que les énoncés s'appli- 
quant aux concepts généraux objets de la science, par exemple les 
énoncés des propriétés fondamentales de l'espace, divisibilité, homo- 
généité, continuité, infinité, isotropie, ces propriétés m' apparaissent 
comme des résultats nécessaires de la constitution de ma pensée. De 
plus le nombre des propriétés de ces concepts, et par suite celui des 
axiomes qui les énoncent, est bien déterminé. 

Notre ambition est, en n'admettant pour axiomes que les énoncés 
des propriétés fondamentales et intuitives des concepts généraw^ objets 
de chaque science, d'arriver à déduire toutes les autres propositions 
de ces énoncés fondamentaux. Nous aurions alors montre l'unité de 
nature de tous les axiomes. 

C'est le but de la deuxième partie. 
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CHAPITRE PREMIEll 



méthodologie: 



a Une méthode absolument exacte et accomplie, dît Pascal, con- 
sisterail en deux choses principales : l'une de n'employer aucun 
terme dont on n'ait auparavant nettement expliqué le sens, l'autre de 
n'avancer jamais aucune proposition qu'on ne démontrât par des 
vérités déjà connues, c'est-à-dire, en un mot, à définir tous les termes 
et à prouver toutes les propositions. Certainement, cette méthode 
serait belle ; mais elle est impossible. Car i! est évident que les pre- 
miers termes qu'on voudrait définir en supposeraient de précédents 
pour sci-vir à leur explication, et que de même les premières proposi- 
tions qu'on voudrait prouver en supposeraient d'autres qui les précé- 
deraient, et ainsi il est clair qu'on n'arriverait jamais aux premières. 
Aussi en poussant les recherches de plus en plus, on arrive nécessai- 
rement h des mots primitifs qu'on ne peut plus définir, et à des prin- 
cipes si clairs qu'on n'en trouve plus pour servir à leur preuve. D'oih. 
il parait que les hommes sont dans une impuissance naturelle et 
immuable de traiter quelque science que ce soit dans un ordre abso- 
lument accompli. Mais il ne s'ensuit pas qu'on doive abandonner 
tonte sorte d'ordre-.. Cet ordre, le plus parfait entre les hommes, 
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consiste non pas à tout définir et à font démontrer, ni aussi à ne rien 
définir ou à ne rien démontrer, mais à se tenir dans ce milieu de ne 
point définir les choses claires et entendues de tous les hommes, et de 
définir toutes les autres, et de ne point prouver toutes les choses con- 
nues des hommes et de prouver toutes les autres. Contre cet ordre 
pèchent également ceux qui enti-eprennent de tout définir et de tout 
prouver, et ceux qui négligent de le faire dans les choses qui ne sont 
pas évidentes d'elles-mêmes. » 

Ce passage établit avec une autorité et une clarté parfailes la néces- 
sité d'admettre à l'origine de toute connaissance un certain nombre 
de notions et de propositions premières. L'étude des principes des 
sciences n'est que la recherche des notions et propositions irréducti- 
bles nécessaires à l'établissement de ces' sciences, avec cette condi- 
tion de réduire leur nombre au strict minimum indispensable. Le 
caractère essentiel d'une science véritablement déductive est en elTet 
l'unité, et l'idéal serait de la ramener à un principe unique oii eOe 
fût tout entière contenue en puissance. 

Si depuis tant de siècles qu'il réfléchit à ces questions, l'homme 
n'a pas eu encore la satisfaction de dresser d'une manière définitive la 
liste des principes des sciences même les plus simples, c'est qu'il ne 
s'est pas suffisamment attaché à la recherche des concepts les plus 
généraux. Il a manqué de profondeur et de persévérance dans l'ana- 
lyse du travail effectué par la pensée dans la formation de ses connais- 
sances. C'est en effet un point de départ défectueux et qui doit 
nécessairement conduire à des déboires que de rechercher à l'origine 
de la science non pas les concepts les plus simples et les plus géné- 
raux, mais le plus petit nombre de principes ou de concepts, sans se 
soucier de leur complexité. Car la complexité des principes et des 
concepts vient de déterminations, de particularisa tions successives de 
ceux qui sont les plus simples et les plus généraux, de sorte que si 
ces derniers par leur combinaison peuvent expliquer les autres, inver- 
sement on ne peut remonter des plus complexes aux plus simples 
sans s'apercevoir à chaque pas qu'on a commis une pétition de prin- 
cipe, parce que la connaissance de chaque concept nouveau qu'on 
veut définir est déjà nécessairement supposée par celle des concepts 
pris comme points de départ. 

Ainsi la règle que nous devons nous imposer est de rechercher 
tout d'abord les concepts les plus généraux, ceux que tout autre 
suppose. 
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à) Concepts iondamentaus. 

Le coiicepL le plus général, le plus universel est celui de l'être (to 
thxC). Son origine date des premières sensations qui s'éveillent dans 
la conscience humaine. Si rien ne venait faire vibrer notre organisme, 
nous ne serions que matière inerte et stupide, et ainsi s'affirme l'ori- 
gine expérimentale de la science. L'homme n'a tout d'abord que per- 
ceptions confuses qui sont souffrance ou hien-être. Mais peu à peu il 
prend une conscience de plus en plus nette de ses sensations, et bien- 
tôt résulte en lui ce qu'on appelle une intuition ; cette intuition est 
celle de quelque chose qui est. Ce concept intuitif est à la base de 
toute connaissance humaine. Tout le suppose ; il n'est pas la moindre 
phrase, le moindre mot qui, sans lui, puisse avoir de sens. 

Mais ce concept même ne suppose-t-il pas autre chose ? Car enfin 
il n'est qu'une forme déterminée d'une chose plus générale encore, 
à savoir le concept considéré dans sa plus pure abstraction, c'est-à- 
dire la pensée même. Il est certain qu'à l'origine de tout, il faut pla- 
cer la pensée, c'est-à-dire l'être conscient de lui-même et des autres. 

A l'origine de la science, il faut mettre également cette opération 
de la pensée qui consiste à caractériser une intuition par un voca- 
ble. Car les premières définitions ne sont que l'expression verbale de 
certains concepts intuitifs. El c'est une chose profondément merveil- 
leuse que cette communion des pensées humaines par le verbe, qui 
fait qu'un son suscite en l'intelligence de mes semblables l'intuition 
que je conçois, sans fju'il me soit possible de la leur expliquer, puis- 
qu'elle est inexplicable. 

Ayant ainsi reconnu à la pensée un premier objet, à savoir l'être, 
et un moyen d'exprimer la pensée, à savoir la parole, nous noterons 
le pouvoir fondamental de la pensée, celui qui est le principe de toute 
la science, la faculté de différenciation. Dans ce quelque chose qui 
est, et dont il vient de prendre une conscience confuse, l'homme dis- 
tingue en effet bientôt une individualité qui est lui, qu'il sépare du 
non lui. Appliquant sa faculté de différenciation au non lui, il y 
reconnaît de même une foule d'êtres ayant leur existence propre et 
distincte, et ainsi il acquiert les notions de l'être distinct et individuel 
(c'est-à-dire l'unité) et de la multiplicité des individualités (c'esl-à- 
dire la pluralité). 

C'est ainsi que, pour chaque science, la pensée iippliquanl sa faculté 
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de différenciation aux données des sens, arrive à l'intuition du con- 
cept qui fait l'objet de cette science. Chacun de ces concepts lui appa- 
raît comme présentant des caractères déterminés, c'est-à-dire comme 
présentant quelque chose qui le fait ce qu'il est et le distingue de tous 
les autres : ces caractères distinctifs s'appellent propriétés. On appelle 
axioine l'énoncé de ces propriétés fondamentales et intuitives. Les 
axiomes ont leur raison d'être, leur origine dans l'intuition de divers 
concepts qui se rattachent aux concepts g-énéraux, qui en dépendent, 
mais qui sont plus particuliers. 



/i) LOCTIJCE. 

Ainsi l'intuition des concepts généraux et de leurs propriétés dis- 
tinctives fournit à la science son objet. Le mécanisme au moyen 
duquel l'esprit arrive ensuite à l'établissement des propositions scien- 
tifiques n'est que le hbre jeu de la faculté de différenciation. Nous 
devons voir les procédés mis en œuvre par cette faculté. C'est l'objet 
de ta logique qui est la science des opérations de la pensée, considérée 
en elle-même, quel que soit l'objet auquel elle s'applique. 

Il y a d'abord la définition. Elle consiste à caractériser d'un nom, 
d'une appellation : 

i" Tout concept conçu intuitivcmonl (nous l'avons déjà men- 
tionné) ; 

a° Tout ce tpii caractérise un concept, c'csl-à-dire ce qui distingue 
ce concept, ce qui le fait ce concept-là et non un autre, en un mot 
ses propriétés distinctives ; 

3° Toutes les différences constatées entre les concepts, ou encore 
leurs rapports ; 

à" Enfin tout ce qui est reconnu comme jouissant de telle ou telle 
propriété particulière et bien déterminée, et comme étant le seul à en 
jouir. 

Ainsi la définition, au sens propre du mot, consiste à caractériser 
d'un mot un concept intuitif ou un concept dont on a démontré 
l'existence et l'unicité. Dans le dernier cas, elle exprime par un voca- 
bio, par un symbole, tout un ensemble de propriétés déterminées : 
elle apparaît ainsi comme un facteur puissant du perfectionnement 
de la science, en allégeant le raisonnement par un langage rapide et 
condensé. 

Le fait de caractériser un coDcept par ses propriétés dîstînctivcs d<inno 
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lieu à une opération dite opération de classification. L'énoncé verbal 
de cette opération s'appellera proposition ou jugement de classification. 

Le fait de noter les différences entre concepts ayant mêmes pro- 
priétés donne lieu à une opération dite opération de comparaison. 
L'énoncé de la différence entre concepts s'appellera proposition ou 
jugement de comparaison, de mesure ou de rapport. 

Toutes ces opérations expriment le résultat du travail effectué par 
notre faculté de différenciation, c'est-à-dire par la pensée qui n'est 
qu'une machine à différencier. Or il y a des axiomes qui détermi- 
nent, qui caractérisent cette pensée elle-même, Ces axiomes sont les 
axiomes îog^iques. 

1"' Axiome. — Le premier axiomeesl celui de YidenUlé ou de la 
permanence de la pensée. Il s'énonce : les caractères diatinctifs d'un 
concept une fois déterminés subsistent. C'est ce qu'on appelle encore 
l'invariabilité des concepts. De l'invariabilité des concepts résulte 
celle de leurs différences. 

Soit un concept A ; soient B, C, D,... dos concepts distincts de A. 
Tout ce qui est distinct de A est dit : » n'Être pas A. » Telle est 
l'origine de la négation cpii est l'expression même de la différenciation. 

Si un énoncé pose un concept B comme distinct de A, tout énoncé 
qui posera que B est A, sera dit en contradiction avec le premier 
énoncé. 

Toute proposition qui n'est pas en contradiction avec les proposi- 
tions fondamentales ou axiomes sera dite vraie. 

Toute proposition qui est en contradiction avec les axiomes ou avec 
les propositions vraies sera dite fausse. 

Toute science est l'ensemble des propositions vraies relatives à 
l'objet de cette science, c'est-à-dire qui ne sont pas en contradiction 
avec les axiomes qui déterminent l'objet de cette science, ni en con- 
tradiction entre elles. 

L'attribution à un concept d'une propriété cpi'il ne peut pas avoir 
constitue une absurdité ou un non-sens (exemple : supposer qu'il 
existe une étendue intelligente). De même le fait de différencier deux 
concepts par rapport à une propriété qu'ils ne possèdent pas consti- 
tue une absiirdité: Les propositions énonçant une absurdité contien- 
nent une contradiction intrinsèque. Le caractère de vrai ou de faux ne 
s'applique qu'à des propositions non absurdes. 

3' Axiome. — Le deuxième axiome est celui du pouvoir de la 
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pensée. Il s'énonce : Tout concept non contradictoire est olijet de 
pensée, c'est-à-dire peut être différencié des autres concepts. 

Le résultat de cette différenciation est une proposition soît de clas- 
siflcation, soit de comparaison, c'est-à-dii-e soit l'attribution d'une 
propriété distinctive, soit l'énoncé de la différence de ce qu'il est (ou 
de sa manière d'être) avec ce qu'est un autre concept (c'est-à-dire Ja 
manière d'être de ce concept). Or une propriété ou une manière 
d'être déterminée quelconque étant donnée, la différenciation a pour 
résultat de répartir tous les concepts possibles en ce qu'on appelle 
deux catégories ou classes : i" ceux qui possèdent la propriété con- 
sidérée, ou sont dans la manière d'être donnée constituent une caté- 
gorie ; 2" ceux qui par rapport à cette propriété ou cette manière d'être 
se distinguent des premiers forment une autre catégorie ou classe. Le 
deuxième axiome signifie qu'un concept quelconque non contradic- 
toire appartient nécessairement à l'une de ces deux calégorics. 

Soit A le concept, B la propriété (ou la manière d'élrp) Le résul- 
tat précédent sera exprimé par les proposition'^ 

,,,,,, [ qui ont la piopiipté lî, 

\ ou A est dans la classe des concepts ) 



e des concept; 
.1 A est distinct des concepts ) - „. ]„ 



( qui imt il manière d'être B, 

( ou Aa la propriété D (la mann^-ie d'être li), 

ou encore ] , , ' , -/..ti /i jia. d\ 

( ou A n a pas la propriété B (la manière detre d). 

Ces deux propositions sont dites négative* l'une de l'autre. Elles 
sont l'expression d'un résultat de différencia lion consistant à distin- 
guer ou non le concept A de ceux qui ont la piopiiété (la manière 
d'être) B. Elles sont contradictoires. 

Le second axiome énonce que de ces deux propositions l'une est 
nécessairement vraie, c'est-à-dire non en contradiction avec les propo- 
sitions et définitions qui déterminent le concept A et la propriété (ou 
la manière d'être) B. Alors l'aLUrc est nécessairement fausse, puis- 
qu'elle contredit la vraie. 

Donc de deux propositions négatives l'une de l'autre (qui ne con- 
tiennent pas de concept absurde) l'une est vraie, l'autre est fausse : 
cet énoncé s'appelle leprmcipe du milieu exclus. 

Il est facile de démontrer que tous les autres principes admis en 
Logique se déduisent des deux axiomes précédents. La méthode de 
démonstration est générale : elle consiste à montrer que la négative 
— p de la proposition p qu'on obtiendrait en appliquant le principe. 
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coiiUedU une proposillon reconnue ou admise comme vraie, cL que 
par suite celte négative — p est fausse. Comme d'autre part, de deux 
propositions négatives l'une de l'autre, l'une est vraie, l'autre est 
fausse, si —p est faux, p est vrai. Nous allons appliquer cette mélhodc 
aux principes, indémontrables d'après M. Coiiturat, et admis par lui 
comme fondement de la Logique. 

Ces princicea reposent sur le concept d'implication. Si dans la 
Logique de M. Couturat, il est impossible de se faire une idée claire 
de ce concept, parce qu'il est la première notion indéfinissable posée 
à l'origine de toute science, de sorte que rien ne peut l'expliquer, 
sinon des considérations très vagues, pour nous qui avons du vrai et 
du faux une conception très nette, il sera facile de déterminer la 
nature de l'implication. 

Le résultat du mécanisme de la différenciation est de répartir les 
concepts en catégories de plus en plus restreintes, et telles que les 
concepts de catégories distinctes peuvent avoir des caractères com- 
muns, pourvu qu'ils se distinguent sous d'autres rapports. L'attribu- 
tion de tel ou tel caractère à un concept, ou l'énoncé de son apparte- 
nance i une catégorie, et la comparaison entre eux des concepts font 
l'objet des propositions, Delà manière dont sont faites dani chaque 
science les différenciations successives, résulte qu'il y a des piopO'*i 
tions q qu'on ne peut pas nier quand on a posé ceitames autres pro- 
positions p parce que ces négatives seraient en contradiction avec ce 
qui est énoncé dans les propositions p. On dit que les propositions q 
sont impliquées par les propositions p, ce qui s'exprime par le symbole 

De cette nature de l'implication résulte le principe de déduction, 
qui n'est en somme que l'explication du symbole pOç('). Il énonce: 
de l'implication pOq, résulte que, la proposition p étant vraie, la pro- 
position q est vraie aussi. En effet, l'implication signifie que la pro- 
position — q est en contradiction avec j). Orp est vraie. De la défini- 
tion du faux résulte que — q est faux. Du principe du milieu exclus, 
résulte que q est vraie. L'emploi de ce principe constitue le raison- 
nement qu'on appelle modas ponens. 

(') M. Couturat s'élonno de ne pouvoir exprimer ce prinoiponn Bymbole. Je 
m'étoniio mon tour qu'il n'oit pas vu que cg principe (inonce l'essonce racine àe 
l'implication, et que son expression se confond svec le sjmbolo de l'implication. Ou 
binn l'implication, et par suite son symbole pQ ^, ne signifient rien, ou bien ils n'ont 
pas d'aiitro signification (jue celle énoncée dans la principe de déduction, 
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Il peut arriver qu'on ne soit pas fixé sur ie caractère vrai ou faux 
de la proposition p. Il peut se faire également que la proposition q 
soit fausse, parce qu'elle est en. contradiction avec d'autres praposi- 
tions reconnues vraies. Alors, en vertu du principe du milieu exclus, 
— q est vraie. Mais l'implicalionpOç signifie cfue pet — q sont contra- 
dictoires : — q étant vraie, c'est p qui est fausse. C'est le procédé de 
raisonnement qu'on appelle modas tollens. Une proposition momenta 
nément admise comme vraie, jusqu'à preuve du contraire, s'appelle 
hypothèse. Dans le cas actuel, l'hypothèse p étant fausse, c'est sa 
négative — p qui est vraie. De l'implication pOq résulte donc que —y 
étant vraie, on ne saurait poser p comme vraîe^ et par suite — p comme 
fausse, sans obtenir de contradiction : en d'autres termes, de l'implî- 
cationpD'/résultel'impfication — qO — p et on ne saurait nier cette 
dernière implication sans être en contradiction avec la première. Ce 
résultat s'exprime par le symbole 

C'est ce que les logiciens appellent le principe de conLraposilion, 
fondement du raisonnement par l'absurde. 

En plus de l'implication, il convient de mentionner au début de 
la Logique certaines notions correspondant h des réalités intuitives et 
expérimentales : ainsi des distinctions multiples constatées par notre 
faculté de différenciation, résulte ce que M. Couturat appelle h pro- 
duit logique de deux ou plusieurs propositions, c'est-à-dire l'existence 
ou l'affirmation simultanée de ces propositions. Le produit logique des 
propositions p, q, r, est représenté par le symbole 

p n qnm ■■■ 

De plus le mécanisme de la différenciation conduit à la constitution 
de catégoiie=i ou classes de plus en plus déterminées. Soît un ensemble 
de propriété'5 lies genéiales qui détermine une classe A de concepts. 
Ces concepts se dislmgur nt entre eux par des propriétés plus particu- 
lières ou par des différences, de telle sorte que chacune de ces pro- 
priétés ou de ces différences constitue autant de classes B, C, D,... 
qui sont dites comprises dans la classe A. Soit a la proposition de 
classification relative à la classe A; soient b, c, d,... les propositions 
relatives aux classes B, C, D... La proposition a peut être remplacée 
par l'ensemble des propositions 6, c, d,... c'est-à-dire que l'affirmation 
de l'appartenance d'un concept à la classe A, peut âtre remplacée par 
l'afTirmalion de l'appartenance à l'une des classes B, C, D. — Lapro- 
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position a sera remplacée par la proposition: ou h, ou (;, on d, ou..; 
ce qui s'espiime en symbole de la manière suivante : 
bu CD du ... 
C'est ce qu'on appelle la somme logique des propositions b, c, d... 
Il est facile de voir que la somme logique de plusieurs propositions 
est impliquée par chacune de ces propositions('), et implique toule pro- 
position impliquée par chacune d'elles Q. 

Pour terminer l'exposé de la Logique, nous allons montrer par 
quelques exemples comment on peut déduire de.a deux axiomes; logi- 
ques et des notions intuitives que nous venons d'introduire les autres 
principes logiques : 

1° Principe de simplification 

En effet, la négative de ce principe conduirait à une contradiction, 
puisqu'elle conduirait à admettre que p et g étant vraies, p pourrait 
être fausse. 

2" Principe de composition 

POq-POr-OpO'jnr. 

En effet, si je niais l'implication pOcj a r, cela signifierait que cj ou 
r pourrait être fausse, alors que p est vraie, ce qui serait en contradic- 
tion avec l'une ou l'autre des implications pOq ou pOi'. 

3" Principr, du syllogisme 

poq-qo'-.o.por. 

La négative de ce principe conduit à une contradiction. En effet, 
d'une part, si je nie que r soit impliquée par p, cela veut dire que la 
négative de r et la proposition p peuvent être simultanément vraies. 
D'autre part l'implication qjr signifie que la négative de r étant 
vraie, r/ est fausse ; et l'implication pO^ signifie que q étant fausse, 

(') En cITût, ai la somme logique n'était pas impliquée par chacune des proposi- 
lions, CD serait diro qu'ollo pnut êtro fausso, alors que l'une doa propositions 6 est 
posée comme vraie, on d'autres fermes que le concept envisagé peut ne pas appar- 
tenir à la classe A, alors que la proposition b pose le contraire. 

(^). En effet, une proposition p qui est impliquée par toutes les propositions 
b, c, d, correspond S une propriété de la classe A, ou exprime une différence de 
cotte classo avec une autre. Elle est par suite impliquée par la proposition a cl par 
son i5quiïBlonlo, la somme logique, qui osprimcnl (ouïes lîeux l'appartenance d'un 
concept à la classe A. 
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p est fausse. Donc la négati 
pas être simultanément vra 
tradictiôn avec les proposîti 



rde r et la proposition'^ ne peuvent 
aies. Ainsi je ne puis pas sans être en con- 
tions p'^q et (/Dr nier que r soit impliquée 
r y); en d'autres termes l'implication pOr est impliquée par les 
propositions /i 3 y et q'O ''■ 
II" Principe d'assertion 

p={p^M), p^(—p = f,-), 

Ce qui signifie qu'une proposition p équivaut à l'afTirmatlon 
« p est vraie » ou à l'affirmation a — p est fausse ». 

n semble que M. CouEurat a décoré du nom de principe une sim- 
ple abréviation de langage, une convention d'écriture. Rien ne 
prouve a priori qu'une proposition i^uelconquep soit vraie. Il a voulu 
dire que dans le raisonnement, on désigne par le symbole p les pro- 
positions reconnues vraies ou momentanément admises comme telles. 
Au lieu de dire : « de ce que la proposition p est vraie, ou si la pro- 
position p est vraie, il résulte que... » on dit simplement : ii dep 
résulte que... ». Alors d'après le principe du milieu exclus, le même 
sjmbolep signifiera implicitement ■ — p=A- 

Ayant admis cette convention, on peut démontrer, ainsi que le 
remarque M. Coulurat, le principe d'importation et d'exportation 
P-OqOr: = .pn(lO': 

Résumé. — ^ Tous les principes de raisonnement (c'esL-ù-dire toute 
la Logique) sont compris dans les règles que nous venons d'énoncer. Il 
n'est pas inutile de résumer d'une manière très nette les concepts intui- 
tifs et les axiomes logiques : nous les écrirons en italiques. Nous 
écrirons en caractères ordinaires les définitions ; elles comprendront 
deux termes que nous séparerons du signe ^,Ie second terme n'étant, 
sous une forme abrégée et condensée, que l'expression du concept ex- 
primé par le i'"' terme. 
L'Etre. 
La Pensée. 
L'Intuition. 

La Parole (ou l'Expression verbale). 
, l Objet : l'Etre. — L'Etre objet de pensée ^ concept. 
(Pouvoir : Différenciation. 
Intuitions extérieures àt ktre distinct, indiuiduel z=: unité. 

la Logique. . , .( Multiplicité d'êtres distincts ^-\i\uia.\hé. 
litre distinct de A =^ n'être pas A. 
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Distinguer par un vocable différent les différentes intuitions = définir. 

„.„, . . / Ce qui disiinque un coHCepi=: propriétés. 
Différencialion\ ^.^, ^, ; , , 

< Différences entre concepts ayant mêmes propriétés 

■^ '( :3z rapport. . 

Ensemble de concepts ayant mêmes propriétés:^ classe, 

Enonce de la propriélé d'un concept ^jugcmnnt ou proposition de 

classification. 
Enoncé d'un rapport enire concepts ::^ jugement ou proposition de 

comparaison. 
Enoncé des propriétés intuitives d'un concept intuitif ^=: axiome. 
Enoncé où figure un concept auquel on attiibue une pro-\ 

priété qu'il n'a pas ( „_ i, j 

Enoncé où deux concepts sont différenciés par rapport! 

à une propriété qu'ils ne possèdent pas ) 

1°' Axiome logique. — Toute propriété distinctive, toute diffé- 
rence conçue subsistent. 

Dire que B est A, quand on a posé B n'est pas iV^sc contredire. 
Enoncé non absurde qui contredit les différenciations intuitives ou les 

axiomes := faux. 
Enoncé non absurde qui n'est pas faux = vrai. 
Ensemble des propositions vraies relatives à un concept = science 

de ce concept. 

2" Axiome logique. — Un concept donné, non contradictoire, 
est objet de pensée, c'est-à-dire peut être différencié des autres concepts. 

Soit A le concept, B ce qui différencie (propriété ou rapport 

déterminé avec un autre concept) 

ou A a la propriété B I ou A est dans le rapport B 

ou A n'a pas ia propriété B | ou A n'est pas dans le rapport B. 

r . . , . ( Simultanéité des différenciations. 

Intuitions logiques. . .i „.„, , ^. -^ . 

( Différenciations successives. 

Enoncés de diverses différenciations simultanées ^= produit logique. 

Enoncé d'une différenciation consécutive à une dif-J ^=; proposition 
férenciation antérieure s'appliqnant au môme objet> impliquant la 
et exprimée par un i'"' énonce. . . , .) i"^. 
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Principe de déduction \ 

Principe de contraposition J ^propositions non contra- 
Principe de simplification f dictoires avec les intui- 

Principe de composition { tions, les axiomes et les 

Principe du syllogisme \ définitions qui précèdent. 

Principe d'importation et d'exportation./ 

La Logique est tout entière contenue dans cet exposé succinct, et 
on ne saurait étendre davantage son domaine qu'en lui donnant 
inconsciemment une matière qui lui est extérieure. Ainsi que nous 
Pavons montré, le calcul des classes, avec les résultats que lui donne 
M. Couturat, suppose des intuitions extérieures à la Logique qui se 
dérobent sous la forme de définitions formelles : ce n'est plus la 
science des opérations de la pensée : c'est la pensée travaillant à un 
objet très précis, la notion de la pluralité. De même, le calcul des 
relations, avec les notions de domaine et de codomaine, suppose à 
la pensée un objet jouissant de propriétés diverses. 

Mais, dira-t-on, l'énoncé même des règles logiques que vous 
faites, ne suppose-t-il pas lui aussi la notion de pluralité? Alors 
pourquoi ne pas considérer la pluralité comme un concept logique ? 

En effet, la Logique suppose l'intuition de la pluralité des con- 
cepts et de leurs différences. Mais elle ne détermine pas les pro- 
priétés de la pluralité abstraite, et elle ne peut pas le faire, par ses 
propres ressources, parce que cette détermination repose sur un cer- 
tain nombre d'axiomes qui sont, comme le concept même de pluralité^ 
abstraite, extérieurs à la Logique. En un mot, le concept de plura- 
lité abstraite n'est pas un concept de la Logique ; seul, le concept 
particulier de la pluralité des concepts est un concept logique. 

A la pluralité abstraite se rattachent au moyen d'axiomes des con- 
cepts plus particuliers ; et par suite l'Arithmétique, en observant les 
règles logiques relatives à la différenciation des concepts, est subor- 
donnée à la Logique par sa forme. Mais la Logique est subordonnée 
à l'Arithmétique par sa matière puisqu'elle suppose acquise la plu- 
ralité des concepts. Et il n'y a pas de cercle vicieux, parce que 
l'énoncé des règles logiques ne suppose pas connues les propriétés 
delà pluralité abstraite qui se déduisent au contraire au moyen des 
règles logiques des axiomes arithmétiques. 
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CHAPITRE H 
PRINCIPES DE L'ARITHMÉTIQUE 

a) CoPiCBPTS ET AXIOMES. 

Ainsi que nous l'avons déjà constaté, la première intuition, celle 
qui est à la base de toute connaissance humaine est celle de l'être. 
Par la faculté de différenciation, l'homme prend conscience de son 
être propre, c'est-à-dire d'une individualité distincte, particulière, 
qu'il appelle lui et qu'il sépare du non-lui. Cette intuition de l'être, 
mais de l'être distinct, individuel, constitue le concept d'unité. 

L'intuition de l'existence d'êtres distincts, c'est-à-dire d'unités 
constitue le concept de pluralité. Une pluralité donnée est dite la 
somme des unités qui la constituent. On dit encore que les unités 
s'ajoutent les unes aux autres pour constituer une pluralité. Il résulte 
du concept intuitif d'unité que les unités ne différent que par leur 
existence ou individualité distincte : on dit qu'elles sont identiques. 

Axiome de divisibilité. — Dans la somme d'unités qui consti- 
ti\e une pluralité donnée, on peut distinguer des pluralités distinctes. 

Ces pluralités distinctes sont dites pluralités partielles, ou parties 
de la pluralité donnée P, qui est dite pluralité totale. On peut sup- 
poser les unités qui composent une pluralité P, réparties en pluralités 
partielles P', P",..., de manière qu'une quelconque de ces unités 
figure dans une des pluralités partielles et ne figure que dans une 
seule: la pluralité P est dite la somme des pluralités P', P",.-j ce qui 
s'exprime par le symbole 

p^P' + P"^]-... 

On peut supposer qu'une ou plusieurs de ces pluralités se rédui- 
sent à l'unité. 
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On caractérise la dUTérence qu'il y a entre le concept de pluralité 
totale et le concept de plnralité partielle en disant que la pluralité 
totale est plus grande qu'une des pluralités partielles qu'on peut y 
distinguer: ce qui s'exprime par le symbole 

P > P' (jugement de comparaison). 

La pluralité partielle est dite /dus petite que la pluralité totale, — en 
symbole 

P'<P. 

Considérons les diverses pluralités obtenues en partant d'une unité 
et en ajoutant pour chacune d'elles une unité distincte. Toutes ces 
pluralités sont distinctes et on les caractérise par des vocables et des 
symboles d'écriture différents qui constituent la numération. 

L'unité sera caractérisée par le symbole P, . 

Si à cette unité nous adjoignons une unité distincte, nous aurons 
une pluralité particulière, que nous appellerons couple ou plurabté 
double, et que nous écrirons Pj. La manière dont on l'obtient s'écrira 
symboliquement : 

Pi+P,^P,. 

Si à cette pluralité P^ nous adjoignons une unité distincte, nous 
aurons une nouvelle pluralité particulière, que nous appellerons trio 
ou pluralité triple, et que nous écrirons Pj. On aura 



on, en explicitant dans cette formule la manière dont P2 a été obtenue, 
p,_}_p^ + I>^^p,. 

En continuant ainsi, nous obtenons une série de pluralités distinctes 
qui jouit de la propriété suivante : chaque pluralité nouvelle obtenue 
par l'adjonction d'une unité est plus grande que les pluralilés déjà 
obtenues, et plus petite que celles obtenues ensuite. Cette succession 
des pluraUtés est dite la série ordinale des pluralités. Dans cette série 
une pluralilé déterminée est dite intermédiaire entre une pluralité 
quelconque plus petite qu'elle et une pluralité quelconque plus 
grande qu'elle. 

Chaque pluralité de la série est donc caractérisée par une propriété 
bien déterminée qui est de séparer les autres pluralités en une caté- 
gorie de pluralités plus petites et une catégorie de pluralités plus 
grandes. On caractérisera cette propriété d'une pluralité dans la série 
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ordinale des pluralités en disant qu'elle occupe un certain numéro 
d'ordre. L'indice par lequel nous avons caractérisé les diverses plura- 
lités s'appellera leur nombre ordinal (i, 2, 3,..,), 

Axiome d'homogénéité. — Etant donnée une pluralité A, il 
est toujours possible d'obtenir avec d'autres unités une pluralité B 
identique à la pluralité A, c'est-à-dire n'en différant que par l'indi- 
vidualité distincte de ses unités constitutives. 

Nous remarquerons tout d'abord que les unités ne présentant pas 
entre elles d'autres différences que celle de leur individualité distincte, 
l'énoncé précédent n'est pas atsurde. 

Soit A une pluralité donnée. Cette pluralité, somme d'unités dis- 
tinctes, a été obtenue par l'adjonction successive d'unités à une unité 
donnée, et a par suite un certain numéro dans la série ordinale des 
pluralités ainsi obtenues. Si au moyen d'unités différentes de celles 
qui constituent A, nous répétons la même opération de la constitu- 
tion d'une série oixlinale de pluralités, l'axiome dit que nous obtien- 
drons une pluralité B qui ne difiêrera de A que par l'individualité 
distincte des unités qui composent l'une et l'autre. Ces deux pluralités 
A et B ont donc, dans les séries ordinales des pluralités auxquelles 
elles appartiennent, le même nombre ordinal. Car s'il n'en était pas 
ainsi, elles différeraient par autre chose que l'individualité distinct* 
de leurs unités constitutives, ce qui serait en contradiction avec l'hy- 
pothèse. 

Ces pluralités identiques sont dites avoir le même nombre cardinal, 
ou encore le même nombre d'unités. Ce nombre cardinal est désigné 
par le numéro qu'occupent ces deux pluralités dans la série ordinale. 
Le nombre ordinal apparaît ainsi comme la propriété distinctive de 
toute une catégorie de pluralités identiques, c'est-à-dire ayant le même 
nombre cardinal. Soit le symbole 3. Ce symbole désigne toutes les 
pluralités identiques ayant dans la série ordinale le numéro 3, et on 
dira que toutes ces pluralités sont composées chacune de 3 unités. 

Il y a lieu de remarquer combien il est inutile de passer par les 
considérations de relations biuniformes et autres, pour arriver à la 
définition des pluralités identiques. Ces relations ne peuvent être que 
des moyens pratiques et extérieurs pour contrôler l'identité de deux 
pluralités, mais, ainsi que le remarque d'ailleurs M. Couturat, elles 
sont impuissantes à élablir qu'il existe effectivement des classes équi- 
valentes et que CCS classes n'ont qu'une propriété commune, Un 
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axiome seul peut établir celte existence. A quoi bon dès lors embar- 
rasser l'exposé des principes de la science de considérations qui 
n'établissent rien et supposent tout? L'axiome seul est indispensable. 
Tout le reste est un luxe inutile. 

Asiome d'infinité. — La série ordinale des pluralités est illimi- 
tée, c'est-à-dire qu'étant donnée une pluralité si grande qu'elle soit, 
il est possible, par l'adjonction d'unités nouvelles, d'en concevoir une 
plus grande. 

Tels sont les principes fort simples de l'aritiimétiquc. Ils contien- 
nent deux concepts fondamentaux, ceux de l'unité et de la pluralité, 
et trois axiomes qui déterminent les caractères de la pluralité par 
l'intuition d'un certain" nombre de concepts se rattachant aux pre- 
miers. Nous les résumons dans !e tableau suivant : 

Concepts fondamen- l Uiiîti. 

laiiï ? Pluralîtd (oiistonca dWitoB difitinctcs), 

1 ■ _ . 1 II 'i^' ( Les unités différent por leur différence d'étro ou d'iudividua- 

( litfi et n'ont pas d'auli'o difKrence (elles sont idcnljques). 

Concepts iiiluitifs. Définitions, 

I Somme, Partie. Plus 



pluralitis. 

inomo,éné.^,.ji""-'<'^-'i-U.„,,;,,„„ 

/ l 1"I""=- ( 

[ T /. ■,. ( La série ordinslo osi 



On peut remarquer que les deux notions de nombre ordinal et de 
nombre cardinal sont absolument indépendantes l'une de l'autre. Cha- 
cune d'elles découle en eEfet d'un axiome différent et les deux axio- 
mes dont elles dépendent sont irréductibles l'un à l'auti-e. La notion, 
de nombre ordinal résulte de l'axiome de divisibilité, c'est-à-dire de 
l'existence de pluralités distinctes dont il est possible d'obtenir une 
série jouissant de propriétés bien déterminées. La notion de nombre 
cardinal n'est que l'expression des pluralités identiques. Il est donc 
inutile de discuter si l'une de ces notions est antérieure ou subordon- 
née à l'autre : ce sont deux notions en quelque sorte parallèles, et 
on peut intervertir à son gré l'ordre dans lequel on les introduit en 
intervertissant l'ordre des axiomes. 
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6) Lois et théorèmes. 



An moyen de ces principes, on peut démontrer toutes les lois invo- 
quées en arithmétique. Nous devons dire d'abord un mot des lois 
commutative et associative qui établissent les égalités de l'espèce sui- 
vante : 

P' _^ p" + p'" — p" + F' + F" ,■ 

P' + P" + P"'^(P' + P")4-P"'. 

Ces propositions ne nous semblent pas des lois arithmétiques, 
c'est-à-dire des lois déterminant le concept de pluralité, mais bien des 
corrections rendues indispensables par l'imperfection du symbole 
d'écriture au moyen duquel on représente une pluralité P somme de 
pluralités partielles. — La pluralité en effet est le concept de l'exis- 
tence d'unités distinctes, et ce concept ne renferme en rien l'idée d'un 
ordre quelconque entre les éléments. Or pour transcrire sur le papier 
le symbole d'une somme, on inscrit les éléments dans un ordre 
déterminé : on ajoute donc par là au concept de pluralité une notion 
qui lui est étrangère ; par suite le symbole n'est pas adéquat à la 
conception qu'il représente : il est imparfait. Un symbole meilleur 
que h symbole ordinaire serait un symbole de la forme suivante : 




L'application à ce symbole du principe de divisibilité, en vertu 
duquel, dans «ne pluralité donnée, on peut distinguer diverses plu- 
ralités dites partielles, conduirait à marquer ces pluralités par des 
traits de séparation, et on aurait : 



ces distinctions i 




Dans ce symliole, nous pouvons supprimer ou rétablir à notre gré 
toile distinction que nous voudrons, toujours sans modifier P, vu que 
ajoutent au concept de pluralité totale pour en 
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extraire des concepts plus particuliers, et que la modification de ces 
distinctions modifie seulement les concepts particuliers et non celui 
de pluralil« totale. De même, en tournant la feuille dans tous les 
sens, on pourra considérer les diverses pluralités partielles dans un 
ordre quelconque, sans que cet ordre modifie le symbole lui-même, 
ni le concept qu'il représente. 

Mais si on remplace maintenant le symbole global 




par un symbole qui n'est plus adéquat au concept de pluralité, par 
un symbole qui semble le faire dépendre indûment d'un ordre ou 
d'un groupement déterminé entre ses éléments,, on sera obligé de 
remédier a l'imperfection de ce symbole par l'énoncé d'une loi en 
vertu de laquelle une série de symboles seront dits équivalents, c'est- 
à-dire avoir la même signification, en ce sens qu'ils représentent le 
même ordre de pluralité (c'est-à-dire la même pluralité ou des plura- 
lités ayant le même nombre cardinal d'unités). 

Les lois commutative et associative ne sont donc pas des axiomes 
qui déterminent te concept de pluralité, mais simplement des lois 
concernant les conventions et les symboles et qui leur rendent la 
généralité dont ils semblent à première vue dépouillés. 

Le principe d'induction mathématique, ainsi que nous avons eu 
déjà l'occasion de le dire, n'est pas un asiome indémontrable. Il 
résulte nécessairement de la manière même dont est obtenue la série 
ordinale des pluralités par l'adjonction successive d'une unité à la 
dernière pluralité obtenue. C'est une série de syllogismes, série qui 
est illimitée, comme la série même des nombres entiers. Mais cette 
propriété d'être iUimitée ne constitue pas un axiome. Elle se déduit 
directement de la propriété de la série ordinale d'être illimitée, car la 
nier serait se mettre en contradiction avec l'axiome qui exprime cette 
propriété de la pluralité, 

La série des déductions aiithmétiques n'est que l'application des 
principes de la logique à la matière déterminée par les axiomes ci- 
dessus énoncés. En jetant un coup d'oeil sur l'ensemble de ces 
déductions, on peut se rendre compte que l'arithmélique n'est point 
seulement, ainsi que l'ont prétendu quelques penseurs, une suite de 
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vaines tautologies, développemenÈ du principe d'identité : « le même 
est le même » (Condillac). L'erreur de cette théorie vient de ce qu'on 
ne voit dans les différentes propositions mathématiques que le sym- 
bole::^ et qu'on ne sait pas l'interpréter. Ovla copule fondamentale de 
l'arithmétique n'est pas celle de l'égalité, mais le signe + de l'addi- 
tion. L'arithmétique en effet n'envisage pas le rapport du même au 
même, mais la constitution des différents au moyen des identiques 
et la comparaison des différents entre eux. Elle ne consiste pas à 
dire : A est A, mais B est différent de A, à définir ce qui différencie 
B de A, et à ajouter : les propositions ne sont acceptables que si elles 
sont absentes de contradiction, c'est-à-dire si elles n'identifient pas 
ce qui a été à l'origine différencié. 

L'arithmétique commence en effet par la constitution des diverses 
synthèses qui forment la numération. Le signé ^i^ caractérise une 
définition ; dans les égalités P„ + Pj z::; P„ , , , le deuxième terme n'est 
que l'expression condensée et symbolique de la pluralité nouvelle, 
résultat de la synthèse exprimée par le premier membre. 

Ces différents (les nombres) une fois définis, elle les compare entre 

7 = ' 1 - ^1 ■ 

Les synthèses qu'elle a faites avec les simples (les unités), clic les 

recommence avec les composés pour obtenir des pluralités diverses 

par des procédés nouveaux, de telle sorte que suivant l'expression de . 

Leibniz « les composés symbolisent avec les simples m . 

QX5z=IO. 

La comparaison entre euï de ces composés amène à de nouveaux 
caractères : divisibilité, nombres premiers, etc. 

Enfin la notion de pluralité étant, en elle-même, indépendante de 
toute idée d'ordre ou de groupement entre les éléments, on est con- 
duit à un certain nombre d'égalités qui expriment l'idcnlLlé do signi- 
fication des symboles, comme par exemple : 

2X3x6 = 6x3X3. 

Dans l'aritlimétiqne, tout n'est donc que synthèses (numéra- 
tion, opérations numériques), comparaison entre eux des résultats 
des synthèses (multiples, diviseurs) et étude des procédés de synthèse 
équivalents. Et ainsi, en allant au fond des choses, on constate que 
l'égalité arithmétique n'est pas seulement l'énoncé du stérile principe 
de Condillac (le même est le même), mais soit l'énoncé sous une 
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forme condensée et symbolique de définitions, expressions de résultais 
de synthèses, soit l'affirmation de l'idenlilé de signification ou encore 
de Véqaivaknce de certains symboles, résultant de ce que les procé- 
dés divers de synthèses exprimés par ces symboles différents donnent 
la même pluralité ou des pluralités identiques (c'est-à-dire soit le 
même ensemble d'unités distinctes, soit des ensembles d'unités 
distinctes qui ne diffèrent entre eux que par leur individualité dis- 
tincte) (■). 

Il existe encore toute une partie que l'on rattache ordinairement à 
l'arithmétique : c'est celle qui traite des nombres fractionnaires et 
incommensurables. En réalité c'est l'algèbre, qui, par la considéra- 
tion des grandeurs divisibles, conduit à ces extensions de l'idée de 
nombre : nous en parlerons plus loin. Il est en effet d'une impor- 
tance capitale dans l'exposé des principes de la science, d'observer 
d'une manière absolument exacte l'ordre dans lequel les différents 
concepts se forment en nous. C'est le plus souvent dans l'oubli de la 
véritable origine et dans une notion erronée de la nature de certains 
de ces concepts que réside la cause des difficultés qu'on rencontre à 
les expliquer. C'est ce qui arriverait notamment, si l'on considérait 
les nombres fractionnaires et incommensurables comme de pures 
abstractions créations de l'esprit (consistant par exemple pour les 
irrationnels à écrire après une virgule un nombre indéfini de chiffres : 
à, SgGySioa...) sans envisager le rapport intime et profond que ces 
nombres ont avec la réalité. Ces théories introduisent nécessairement 
d'une manière artificielle, détournée et souvent inconsciente, les 
axiomes qui déterminent le concept de grandeur continue. 



(') On so aerl quolijuefoi» pour esprimor l'identité de signification de divers sym- 
boles Hritlimotiquos, d'un sjoiboloparlicvilier qu'on appelle i6ro (oj; (7X8) — 35 ^ o 
^Bt une fispression équivalente îi 7X5;= 35. 
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CHAPITRE III 
PRINCIPES DE L'ALGÈBRE 

I. — Introduction, 

La connaissance fondamentale et première consiste pour l'homme 
dans rintuition de l'ôtve el de la multiplicité possible de l'être. C'est là 
la certitude originelle qui ne peut se déduire d'aucune autre, que toute 
autre implicitement suppose et qui, considérée dans sa pure abstrac- 
tion, a donné naissance k la première science, l'arithmétique. 

La science a ensuite pour objet l'étude de l'être dans la conception 
qui résulte de nos perceptions sensibles. Ce concept nu, cette entité 
abstraite de l'être s'énricbit d'une foule de déterminations qu'on 
appelle ses propriétés, et qui ne sont au fond que les manières diver- 
ses dont il affecte nos sens : telles sont la couleur, l'étendue, la 
forme, la température, etc. 

La science envisage ces diverses manières d'être : elle cherche les 
rapports de dépendance qui les unissent ; devant la diversité de la 
nature, qui étonne et déconcerte tout d'abord, elle doit s'attacher à 
découvrir les rapports les plus simples et les plus généraux et en 
fixer les lois ; puis, par des déterminations successives, elle tente d'ex- 
pliquer l'infinité des cas particuliers : un nouvel étonnement nous 
sera peut-êti'e réservé, mais il sera dû cette fois à la simplicité et 
à l'unité très grande qui se cachaient sous l'apparente diversité. 



Les vérités qui m'apparaissent comme les plus générales sont la 
coexistence et la variation des êtres, d'où résultent les trois concepts 
de temps, d'espace et de mouvement. 

De l'intuition qu'il y a un être universel ensemble de tous les êtres 
distincts, et que cet être varie, résulte la notion de manières d'être 
dites successives, c'est-à-dire la notion du temps. 
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De l'intuition que, l'être universel étant dans une de ses manières 
d'être particulière, les divers êtres qui le composent ont des indivi- 
dualités ou positions distinctes, résulte la notion des rapports de la 
coexistence des êtres, c'est-à-dire la notion des propriétés de l'espace. 

L'étude de la succession des manières d'être amène à la notion 
d'une variable qui fait l'objet d'une science, Valgèhre. 

L'étude des rapports des êtres coexistants donne naissance à une 
science, la géométrie. 

L'étude de la variation des rapports des êtres coesislants en fonc- 
tion du temps, c'est-à-dire l'élude du mouvement donne naissance à 
une science, la mécanique. Et la mécanitpie apparaît comme la science 
définitive. C'est à elle qu'est réservée la gloire de nous fournir l'ex- 
plication dernière de la nature, car que pourrait-il y avoir de plus 
dans îa nature que de l'être en mouvement ? 



Il, — Concepts et axiomes algébriques. 

La notion du temps va nous conduire à celle de la variable algé- 
brique et de ses propriétés. 

Cette notion (comme d'ailleurs celle de l'espace) est si familière, 
si communément répandue qu'elle semble à beaucoup d'esprits comme 
l'un de ces concepts premiers que l'on possède d'une manière intui- 
tive, comme l'une de ces formes nécessaires que notre entendement 
impose aux choses (ce cpii ne veut rien dire d'ailleurs) et que l'on ne 
saurait par suite expliquer. Mais sous ces affirmations de prétendue 
clarté, se cache souvent une insuffisance d'analyse, ou une impuis- 
sance à remonter aux premiers principes. Pour nous la nolion du 
temps est un résultat de notre faculté de différenciation. 

En effet, ce que l'homme connaît intuitivement, ce sont les sensa- 
tions qui affectent son être. Le premier résultat fourni par notre 
faculté de différenciation opérant sur ces perceptions sensibles, c'est 
l'intuition d'êtres divers et multiples dont un petit nombi-e nous est 
révélé et la plupart inconnus, et dont l'ensemble forme l'être universel 
ou l'univers. 

Une deuxième constatation consiste à reconnaître que ces percep- 
tions sont incessamment diverses et changeantes. 

L'être extérieur et mon être propre réagissent sur ma sensibilité de 
manière à produire un ensemble de perceptions auditives, lactiles, 
olfactives, morales qui constitue «ne manière d'être ou un état de 
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mon moi, et qui intervient pour déterminer une manière d'être par- 
ticulière de l'être universel. De plus je conslate que cette manière 
d'Être varie. J'ai conscience qu'étant dans un état donné, mon âtre 
se modifie pour passer dans une autre manière d'être, et cette varia- 
tion de mon être entraîne une variation dans l'état de l'Être universel. 
On caractérise l'individualité distincte de ces manières d'être diverses 
de mon êti'e ou de l'être universel en disant qu'elles sont successives. 
Ainsi le temps apparaît comme la conséquence de l'intuition de 
manières d'être variables. Si rien ne venait modifier ma manière 
d'être, je n'aurais pas la notion du temps. Si l'être universel était 
immuable, le temps n'existerait pasQ. 

La réalisation d'une de mes manières d'être est caractérisée par 
un ensemble donné de sensations ressenties. Parce que dans certains 
cas, ces sensations varient sans que je puisse trouver en moi la cause 
de ces variations, j'en conclus que les êtres distincts de moi qui les 
déterminent varient également en passant par une série d'états suc- 
cessifs. Par suite la réalisation pour l'être universel d'une manière 
d'Être déterminée, dépend non seulement de mon état particulier, 
mais encore des manières d'être de tous les êtres distincts de moi. On 
caractérise l'individualité propre de la réalisation d'un état donné de 
l'Être universel en disant qu'elle a une certaine date dans la succes- 
sion des réalisations d'états de cet être universel. Toutes les réalisa- 
tions particulières d'état dont l'ensemble forme une réalisation d'état 
de date donnée de l'être universel sont dites simultanées, ou de même 
date. 

Un Être qui est afTeclé de manières d'être successives est dit durer. 
La darée d'un être A est l'ensemble des réalisations successives des 
diverses manières d'être de l'être universel auxquelles cet être A par- 
ticipe par ses propres manières d'être (^). 

Énoncé des propriétés de la durée. — C'est l'expérience 
encore qui nous donnera la notion des propriétés de la durée. Quel- 
ques exemples très simples nous aideront à montrer comment se 
forme en nous le concept de la durée avec ses propriétés caracté- 
ristiques. 

(') Ce serait i'éternité. 

(^) Toute réalisation d'état d\m être quelconque! iiitcrveniint pour déterminer 
autant de maoitrss d'être diverses de l'être universel, il en résulte que toute pro- 
priété de la succession d'états d'ua être quelconque sera propriété de la durée 
absolue, c'osl-à-diro de la succession d'états de l'àlro universel. 
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Je marche : mon pied droit posant à terre caractérise un état Â de 
mon être ; mon pied gauche posant à terre, le droit levé, caractérise 
un autre état B de mon être. Pour passer du premier état au second 
état, mon être subit toute une série de modifications successives carac- 
térisées par les sensations musculaires divei^ses résultant du mouve- 
ment de mon pied : les réalisations de ces états divers sont dites de 
dates intermédiaires (') entre les dates des réalisations des états Â et B. 

Autre exemple : je suis dans ma chambre : j'écoute le tic-tac de 
ma pendule. Chaque tic- tac perçu caractérise une de mes manières 
d'être. Or deux quelconques de ces manières d'être sont reliées par 
une série d'états de dates intermédiaires caractérisés par des sensa- 
tions nouvelles, par exemple ia perception des positions diverses occu- 
pées par mon doigt qui s'élève et s'abaisse suivant la cadence du tic-tac. 

De ces constatations résulte un axiome : celui de divisibilité. 

1° Axiome de divisibilité. — Entre deux réalisations d'étais 
de dates distinctes existent des réalisations d'états de dates intermé- 
diaires. 

Cette propriété fondamentale de la succession des états donne 
naissance à un certain nombre de notions qui font l'objet des défini- 
tions qui suivent. 

Soit une réalisation dont la date C est intermédiaire entre celles A 
et B de deux réalisations données. L'ensemble des réalisations d'états 
composé des réalisations A et C et de toutes celles intermédiaires 
constitue une certaine durée 3, . 

L'ensemble composé des réahsations intermédiaires entre C et B, 
et de la réalisation B constitue une durée ô^. Les durées 3, et Sj sont 
dites parties de la durée AB^^ô qui est dite elle-même la somme 
ou le tout des durées partielles :. 



Une durée partielle S, est dite la dilTérence entre la durée totale 
la durée partielle Sj qu'il faut ajouter à B, pour avoir 3. 
Si on a 



(I) Il nu faudrait pas se IfllBscr aliuscr par la formn de langage que j'emploie; pour 
faire entendra ce que je désigne sous ie nom d'étals intermédiaires : ce n'est pas 
une définition que je pose, au moyen de termes antériouroment définis ; je désigne 
par ce vocable un concept iilluUif. 
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. La date intermédiaire G est dite différer inoinx de la date A que la 
date B ; ou encore la durée partielle est dilc plas petite que la durée 
totale ('). 

2" Axiome de continuité. — La notion de la conlinuîlé résulte 
d'une application plus parfaite de notre faculté de différenciation, 
d'une analyse plus approfondie de la succession des états divers qui, 
considérés au simple point de vue de leur différence d'individualité 
(ce que nous appellerons lo point de vue successif), constituent la 
durée. 

Entre ce que nous considérons d'une manière grossière comme deux 
états de notre être, états constitués par deux ensembles distincts de 
sensations ressenties, si petite que soit d'ailleurs la différence d'indi- 
vidualité ou de date de ces deux états, nous avons l'intuition qu'il 
existe une infmité d'états intermédiaires, d'un certain nombre des- 
quels nous pouvons obtenir une conscience très nette, en aidant d'une 
manière quelconque nos moyens de discernement. En d'autres 
termes, étant donnée une durée, si petite qu'elle soît, il existe des 
durées moindres. Et ainsi on arrive à la notion de durées dites infi- 
niment petites, c'est-à-dire de durées inférieures à toute durée donnée : 
c'est ce qu'on appelle instants. 

La notion de l'instant est ainsi celle d'une variable indéfiniment 
décroissante. Maison peut envisager la durée non plus au point de 
vue de sa décomposition en ses éléments, mais au point de vue de sa 
synthèse au moyen de ses éléments. La durée apparaît alors comme 
une variable qui s'accroît par l'adjonction successive d'éléments infi- 
niment petits ou instants. On caractérise l'individualité propre de 
ces éléments en disant qu'ils ont une date particulière. 

On ne peut pas donner une partie des durées infiniment petites 
que sont les instants : car cette durée partielle serait plus petite que 



(') n j a lien de remarquer qii'o priori, rien iio semble imposer lo chois que nous 
faisons entre le tont et la partie pour définir l'nn plus grand que l'autre. Maïs ici 
apparaît l'influence des rfsuUata postérieurs sur la détermination des défînitions 
premières. Si nous prenions comme grandeur plus petite ce que nous appalons gran- 
deur plus grande, nous arriverions, lors do la mesure des grandeurs, à une contra- 
diction entre les valeurs du nombre conception arithmétique et du nombre concep- 
tion algébrique, dans le cas où celui-ci est entier, ou bien nous serions obligés 
d'appeler mesure plus petite celle qui correspond à une grandeur plus grande. La 
parfiûla harmonie qui doit régner dans la scioilto on souffrirait, et cette considération 
décide de notre cboîiL. 
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la durée infiniment petite, ce qui serait en contradiction avec le con- 
cept même de durée infiniment petite. C'est ce qu'on exprime en 
disant que les instants sont adivisibles (Il y a Heu de remarquer que ce 
terme n'implique pas la négation d'infiniment petits de divers ordres). 
Deuï instants dont la diflerence d'individualités ou de dates est 
donnée, et qui limitentpar suite une durée non infiniment petilc, sont 
dits discernables. En vertu de l'axiome de divisibilité, on peut donner 
une partie de la durée qu'ils limitent. Deux instants consécutifs for- 
ment au contraire par leur somme une durée dont on ne peut pas 
donner une partie : on dit qu'ils sont indiscernables. 

Cette analyse conduit à l'énoncé suivant de l'axiome de continuité : 
La durée est une somme de durées infiniment petites ou instants, 
adivisibles et indiscernables dans leur succession. 

3" Axiome d'infinité. — Cetle nouvelle propriété résulte de 
ce que tout instant donné nous apparaît comme intermédiaire entre 
des instants qui sont dits encadrants. 

Étant donnée une durée limitée par deux instants A et B, l'instant 
B est encadré par des instants dont les uns sont intermédiaires entre 
A et B, et dont les autres C ne te sont pas. Les durées AC sont plus 
grandes que la durée AB. Sur les instantsC, on peut répéter le même 
raisonnement, et on obtiendra des instants D, E, etc., limitant avec 
A des durées de plus en plus grandes. On arrive ainsi au concept de 
.durées dites infiniment grandes, c'est-à-dire plus grandes que toute 
durée donnée. 

4° Axiome d'homogénéité. — Parmi les êlces que nous révè- 
lent nos sens, il en est qui nous semblent passer par des successions 
d'états qui se renouvellent de telle sorte que rien ne distingue ces suc- 
cessions les unes des autres que leur individualité distincte. Il se peut 
que nous soyons victimes d'une illusion provenant de l'imperfection 
de nos moyens d'observation. Mais cette simple constatation suffit 
pour noua donner le concept d'un être idéal si l'on veut, mais dont 
nous concevons la possibilité, et passant effectivement par des ensem- 
bles de successions d'états tels que deux de ces ensembles ne diffèrent 
que par leur individualité distincte. 

Il en résulte qu'à plus forte raison, considérés au simple point de 
vue successif, ces ensembles de successions d'états qui prennent alors 
le nom de durées, ne diffèrent que par leur individualité distincte : on 
les dit égales. 
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Enfin la durée de révolution de cet être, c'est-à-dire la durée con- 
stanle constituée par chacun des ensembles considérés des succes- 
sions d'états, peut être imaginée aussi petite que l'on veut. — De là 
résulte l'axiome d'homogénéité : 

Le temps est homogène ou identique dans toutes ses parties, c'est- 
à-dire qu'étant donnés deux instants limitant une durée AB, à partir 
d'un troisième instant quelconque G, il existe une succession d'instants 
déterminant une durée CD telle qu'elle ne diffère de la durée AB que 
par l'individualité distincte de l'ensemble des instants qui la déter- 
minent. On exprime cette égalité par le symbole AB^ CD. 

En particulier tous les instants sont identiques : ils ne diffèrent que 
par leur individualité ou date. 

5° Axiome de linéarité, — Enfin un dernier axiome achève 
de déterminer les propriétés de la durée : c'est l'axiome de linéarité, 
qui s'énonce : 

Il n'existe entre deux instants de date donnée qu'une seule série 
d'instants intermédiaires. 

Il en résulte qu'au point de vue successif, les individualités ou 
dates de deux instants donnés, sont différenciées uniquement par la 
succession des instants intermédiaires entre ces deux instants donnés, 
ou encore qu'il n'existe entre les dates de deux instants qu'une seule 
espèce de différence qui est la durée qu'ils limitent. 

Considérons un instant A. De ce que tout instant est intermé- 
diaire entre des instants qiii l'encadrent, et de ce que la série des in- 
stants est linéaire, résulte que l'ensemble de tous les instants imagi- 
nables est séparé, coupé en deux catégories par cet instant A. Les , 
uns, formant une catégorie, correspondront aux états variables pris 
par l'être universel à partir de l'instant A et sont dits postérieurs à 
l'instant A. Les autres, formant la deuxième catégorie, sont dits an- 
térieurs à l'instant A. 

La différence d'individualité ou do date de deux instants donnés 
A et B, c'est-à-dire la durée qu'ils hmitent, peut être envisagée de 
deux manières différentes. On peut envisager soit la différence de date 
de l'instant postérieur B par rapport à la date de l'instant anté- 
rieur A, soit au contraire la différence de date de l'instant antérieur A 
par rapport à la date de l'instant postérieur B, c'est-à-dire, en con- 
venant d'énoncer d'abord l'instant à l'individualité duquel on compare 
l'individualité de l'autre, envisager soit la durée AB soit la durée BA. 
Ces durées constituées par les mêmes éléments sont égales, mais elles 
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diffèrent par l'ordre suivant lequel on considère la succession de ces 
éléments. On dit qu'elles sont de signes contraires. L'une, la durée 
AB, est dite positive ; l'autre, la durée BA, est dite négative. 

Notre faculté de différenciation travaillant sur les données dus sens 
nous a fourni ainsi dans la durée la notion d'une certaine variable. 
Nous allons coordonner définitivement et résumer ses propriétés par 
l'énoncé des axiomes qui déterminent ce concept. 

1° La dorée est divisible : d'où résultent les notions de durée plus 
grande et de durée plus petite. 

2" La durée est continue : d'où résultent les notions de durées in- 
finiment petites, et d'éléments infinitésimaux, adivisibles et indiscer- 
nables qui sont les instants, 

3° La durée esl. infinie : d'où résulte la notion de durées infiniment 
grandes. 

A" La durée est homogène, c'cst-à-dirc identique dans toutes ses 
parties, et ses éléments ne diffèrent que par leur individualité ou date 
distincte. 

5° La durée est linéaire, c'est-à-dire qu'il n'y a qu'un seul rapport 
ou différence entre les individualités de ses éléments, c'est la durée 
qu'ils limitent. 

Tout ce que nous pourrons définir comme jouissant des mêmes 
propriétés que la durée sera dit grandeur algébrique. Nous caractéri- 
serons l'individualité de chaque élément en disant qu'il y a une cer- 
taine situation dans la série des . éléments dont l'ensemble indéfini 
constituera la variable algébrique. Étant donnée une variable algé- 
brique composée de certains éléments, on peut concevoir des éléments 
qui ne diffèrent des premiers que par leur différence d'individualité. 
Ces éléments sont dits de la même espèce que les premiers. Deux 
grandeurs algébriques sont dites de même espèce, si les éléments qui 
les constituent sont de même espèce, et si elies ne présentent pas entre 
elles d'autre différence que leur différence d'individualité. 

L'algèbre est l'étude des propriétés de la grandeur résultant des cinq 
les énoncés plus haut. 



ni. — Théorie déductive de la grandeur. 

Une grandevir donnée G qui n'est pa* infiniment petite est limitée 
par deux cicmcnts A et B qui sont discernables. La différence de 
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situation ou d'individualité de ces éléments dans la série qui constitue 
la variable est précisément la grandeur G. En écriture on exprime 
cette différence d'individualité en écrivant les deux éléments à côté 
l'un de l'autre, et en écrivant d'abord celui aucpiel on rapporte l'au- 
tre. Si on prend pour sens positif le sens de A vers B, on aura 

AB^ + G 
et BA — — G. 

Une grandeur qui est considérée abstraction faite de son sens ou 
de son signe est dite prise en valeur absolue. 

L'axiome de divisibilité d'où nous avons déduit les notions de gran- 
deurs totale et partielle, de grandeur plus grande et de grandeur plus 
petite, se rapportait aux grandeurs prises en valeur absolue. Nous 
avons convenu qu'une grandeur partielle. G' serait dite la différence 
entre la grandeur totale G et la grandeur partielle qu'il fallait adjoin- 
dre à G' pour donner la grandeur totale G, ce qui s'écrit 
G' — G — G". 

La tiiéorie de la grandeur repose sur l'élude des valeurs absolues 
des grandeurs. La théorie des grandeurs algébriques, c'est-à-dire des 
grandeurs affectées d'un signe, n'est que la conséquence d'un certain 
nombre de conventions d'écriture. 



«) Lois ASSOCIATIVE ET 

Gomme en arithmétique, ces lois ne sont pas des axiomes, mais 
simplement des énoncés rendant aux symboles d'écriture la généra- 
lité dont ils semblent à première vue dépouillés. 

Loi associative. — -• Étant donnée une grandeur, cette grandeur 
est la somme d'un ensemble bien déterminé d'éléments. Quelles que 
soient les distinctions ou les associations que l'on puisse faire entre 
les diverses parties de cette grandeur, si l'on envisage chaque fois la 
totalité des éléments qui composent la gi-andeur, on aura toujours la 
même grandeur, puisqu'elle n'est autre chose que cette totalité même 
d'éléments. 11 en résulte les égalités de la forme 

G — (G' + G") + G'" = G' -h (G" + G"0 ■ 
Loi commutative. — La relation G^=G'-}-G" signifie que si 
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l'on considère dans G un ensemble d'éléments constituant G', l'en- 
semble des éléments restants de G constituera une grandeur G". Or 
les éléments qui constituent G ne différant que par leur différence 
d'individualité, l'une des sommes G' ou G" est indépendante des indi- 
vidualités particulières des éléments qui la constituent. Autrement 
dit, étant donnée la grandeur G, quel que soit dans G l'ensemble 
des éléments qui constituent une grandeur égale à G', la somme des 
éléments restants constituera une g-randeur égale à G". Par suite, 
bien que dans l'expression d'une grandeur en fonction d'autres gran- 
deurs on écrive ces diverses grandeui-s dans un ordre déterminé, 
même si cet ordre est celui dans lequel se présentent les grandeurs à 
partir d'un élément initial, la grandeur ainsi exprimée ne dépendra 
pas de cet ordre d'inscription ou de succession des grandeurs. Quel 
que soit l'ordre dans lequel on écrive les trois symboles G', G" et G"' 
séparés par le signe +, la grandeur exprimée sera toujours la même : 
G — G' H-- G" + G'" z^ G" + G' + G'". 

De même, si on a une grandeur G différence de deux ou plusieurs 
grandeurs, quel que soit l'ordre d'inscription de ces grandeurs, l'ex- 
pression aura toujours la même signification, à savoir : qu'il faut 
ajouter à la grandeui' G la grandeur somme des grandeurs précédées 
du signe — pour avoir la grandeur somme des grandeurs précédées 
du signe -(-. 

G = G'— G'' + G'" — G'^^G' + G'" — G"— G'\ 

Ces expressions signifient toutes que les grandeurs G, G" et G'" sont 
des parties de la grandeur (G' + G'") et que leur somme donne cette 
grandeur (G' -H G'"). On peut encore écrire: 

G^G'+G"'~(G"-|-G"). 

La combinaison des deux lois associative et coramulallve condviit 
à des égalités de la forme : 

G' + G" — G'" + G'^' ^ (G' — G"') + G'^' + G". 

i) TnÉoaÈMES fondamentaux. 

Théorème. — Les symboles G et G+G' — G' désignent la 
même grandeur, quelle que soit la grandeur G'. 
Eu efi'el, soit V la grandeur somme de G et de G' : 
r^G + G'. 
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G est une partie de V et G' est la grandeur qu'il faut lui ajouter 
pour avoir T. Donc G — T — G'. 

Or r dans le second membre peut s'écrire G + G', Donc ou ;> 

G^G + G' — G'. 

On dit quelquefois d'une manière impropre que le symbole 
G' — G' représente une grandeur nulle. Au fond, l'expression gran- 
deur nulle contient une sorte de contradiction intrinsèque, car gui dit 
grandeur dit quelque chose qui est, et nulle exprime le non-être, de 
sorte que dire qu'il existe des grandeurs nulles revient à dire qu'il y 
a des grandeurs qui existent sans être. 

Grandeurs multiples. — Si une grandeur est donnée, elle n'est 
pas infiniment petite, et les éléments A et B qui la limitent sont dis- 
cernables. Soit G,=^AB. En vertu des axiomes d'homogénéité et de 
linéarité, il existe dans le sens AB un élément G et un seul tel que 
l'ensemble formé par les éléments intermédiaires entre B et G et 
l'élément G soit une grandeur égale à AB. L'élément voisin de B qui 
limite celte grandeur est indiscernable de B, et on désignera cette 
grandeur par la notation BC. On aura AB^^BC. — La grandeur 
AC est la somme de deux grandeurs égales à Gj : on dit qu'elle est le 
double dcG|, ce qu'on traduit en symbole de la manière suivante ; 

AC = 2G,. 

En continuant à partir de C d'une manière analogue, nous obtien- 
drons des grandeurs Gj, G^..., G„ qui seront les sommes de 3, 4--- n 
grandeurs égales à Gi. Ces grandeurs Gp sont dites multiples de la 
grandeur Gi, et on a Gp^pd. 

On dit encore que G, est la p'™" partie de G^, ce qui s'écrit : 



La grandeur Gj, est une somme d'élcmenls identiques et distincts ; 
c'est donc une pluralité dont les unités sont les diverses grandeurs Gi. 
Dans la notation pG„ le symbole G, ne fait qu'indiquer l'espèce 
particulière d'unités (les grandeurs égales Gj) qui constituent la plu- 
ralité Gp. Tous les théorèmes relatifs aux pluralités arithmétiques 
s'appliquent donc à la pluralité particulière d'unités envisagées. 

Par suite si in = n-i-p, mG— (« + p)G. 

De même mnG =^ nniG , 
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ce qui peul s'interpréter en appliquant la loi associative: la somme 
de m grandeurs égales à nG est la même grandeur que la somme de 
n grandeurs égales à inG. 

Théorème. — Toute grandeur qui n'est pas infiniment petite est 
composée d'une pluralité infinie d'éléments infiniment petits. 

Car si cette pluralité n'était pas infinie, elle serait alors une plura- 
lité donnée, appartenant à une classe ordinale bien déterminée, ce 
qui implique qu'on pourrait faire la distinction d'individualité des 
unités qui la composent. Les unités, qui sont dans ce cas les élé- 
ments infiniment petits de la grandeur, seraient donc toutes discerna- 
bles les unes des autres, ce qui est en contradiction avec l'axiome 
de continuité. 

Théorème. — Si une grandeur G non infiniment petite est le 
p""" multiple d'une grandeur G', cette grandeur G' n'est pas 
infiniment petite. 

En effet, la pluralité constituée par les p grandeurs G' est un 
ensemble d'unités discernables, et par suite les grandeurs consécu- 
tives et discernables que sont ces unités ne sont pas infiniment 
petites. 

Théorème. — Une grandeur G finie (c'est-à-dire ni infiniment 
petite, ni infiniment grande) et qui est multiple d'une grandeur finie 
G' est la somme d'une plmahfe finie de giandeurs égales à G'. 

En effet la plurafité des giandeuis égales à G', dont la somme 
constitue la grandeur G, est donnée, et les unîtes qui la composent 
sont toutes discernables, puisque non infiniment petites. Donc en par- 
tant d'une unité quelconque, il «ieta possible d'obtenir par l'adjonc- 
tion successive d'unités une pluialitc qui ne différera de la pluralité 
donnée que par l'individualité distmcte des unilé'* qui la composent : 
autrement dit, la pluralité donnée appartient à une classe ordinale ni 
bien déterminée. 

Rapporta entre grandeurs qui ne sont pas parties Tune 
de l'autre, — Étant données deux grandeurs G et G', on vertu du 
principe logique du milieu exclus, ou bien elles sont égales, ou bien 
elles sont inégales, ce qu'on exprime en symboles : ou G:^^G', ou 

G:^G'. 

Si G ^G', et si A et B sont les éléments qui limitent G, en vertu 
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des axiomes d'homogénéité et de linéarité, il existe dans le sens AB 
un clément C et un seul, distinct de B, et tel que AGr^G'. — En 
vertu du principe du milieu exclus, ou bien C est intermédiaire 
entre A et B, ou bien il n'est pas intermédiaire entre A et B. Dans le 
premier cas, la grandeur G' est la somme d'une grandeur égale à G 
et d'une autre grandeur CB : on dit que G' est plus grand cpie G : 
G'>G. 

Dans le second cas on dit que G' <; G. 

Théorème. — Étant données une grandeur G et une grandf^ur 
G' non infiniment petite, il existe un nombre m fini, tel que : 
mG'>G. 

En effet, si cela était impossible, cela voudrait dire qu'il existe une 
grandeur G"^G et par suite finie, qui serait multiple de G', et telle 
que la pluralité des grandeurs égales à G' qui la constituent serait 
infinie, ce qui est en contradiction avec un théorème précédemment 
élabli. 

Théorème. — Étant donnes une grandeur G finie et un nombre 
p, il existe une grandeur G' telle que pG' < G. 

En effet, G étant finie, est divisible en grandeurs finies ; soient Gi 
et GI deux parties telles que G, + Gi::=G. Les grandeurs G, et Gf 
sont égales ou inégales. Si G, désigne dans ce dernier cas la plus 
petite, on aura toujours : 

2G,<G. 

De même G, étant fmlo ou divisible, il existe une grandeur G^ finie 
telle que 

2G,<G, 
et par suite (') 

4G,<G; 

et ainsi, do suite il existe une grandeur G„ telle que 

2»G,<G. 

Soit II l'indice tel que 2" ]> p. 
On aura 

pG.<G. 

{') Nous passons soiia sîlanca quolquos rolations intcrmiidiaircs qu'il ost onfanlin 
de rélidilir, et ijiii se déduisent toutes des tliéorcmes déjà établis. 
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Théorème. — La grandeur nG+«G' est la somme de n gran- 
deurs égales à G + G'. 

En eflet, soït V la grandeur somme de G + G'. Le théorème est 
vrai pour n=^i. Je dis que s'il est vrai de /i — i, il est vrai de n 
En effet, iiG peut s'écrire (n — i)G-HG, 
DemêmenG' peut s'écrire (h~i)GM 

Donc jiG -+- nG' = (n _ i)G + G 4 

En appliquant la toi commutative : 

«G + nG' = (n— i)G+(h— i)G' + G + G', 
on en appliquant la loi associative 

«G+«G'^[(r-i)G+(«-i)G'J+(G^-G'). 
Or le théorème est vrai pour n — i . Donc 

rG + nG' = (n~ i)V -\-r^nr = n(G + G'), 

Théorème. — La grandeur iiG—~nG' est la somme de n gran- 
deurs égales à G — G'. 

La démonstration est la même que pour le théorème précédent. 

Théorème. ^ Étant donnés une grandeur G finie et un nombre 
p, il existe une grandeur G' et une seule telle que pG' :=: G . 

En effet, s'il n'existait pas une telle grandeur, cela voudrait dire 
que, quelle que fût la grandeur y, on aurait 



Nous savons qu'il existe des grandeurs y' telles quep-/ <^G. 

II est clair qu'il existe également des grandeurs •/' telles que 

Si la négative du théorème envisagée était vraie, toutes les gran- 
deurs se diviseraient donc en deux classes, la classe des grandeurs y' 
telles que les grandeurs py' fussent discernables de G et plus petites 
que G, et la classe des grandeurs y" telles que les grandeurs pf" fus- 
sent discernables de G et plus grandes que G. Or ces grandeurs ^y' 
et p-(" étant discernables de G, elles seraient discernables l'une de 
l'autre ; en d'autres termes, aucune des grandeurs py'—py' ne serait 
infiniment petite. Par suite, il existerait une grandeur finie g plus 
petite que toutes ces grandeurs. Or il est facile de montrer qu'étant 
donnée la grandeur finie g, si petite qu'elle soit, il existe des gran- 
deurs y" et Y telles que pf" — P'i' 'Cg- 
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En effet, la grandeur g étant finie, îl existe une grancleur g' tello 
que pg' < g. pf^ étant une gi'andeur AB plus grande que G et finie, 
PYi étant une grandeur AC plus petite que G et finie, l'élément D qui 
limite la grandeur AD =^ G est compris entre B et G . 

On a pvj — py^^^p(-f^ — Yi). La grandeur (vs — Tt)i !'""" 
partie de la grandeur finie j1}(y2 — yO ^^^ finie. Il existe donc un 
nombre n fini tel qiie ng' > y^ — Yi ■ 

Considérons les grandeurs yi+fl') 'yi + 2//',... 71 + ",!/' 
et leurs multiples p(yi~^l}')' /'('l'i + ^/i'')'"- /^(ïi + ''l'')- 

Puisque i^g' ~^'(-i-—fi, on aura 

7'(ri + "y)>y[ï. + (Y3 — ïi)l, 

c'est-à-dire p(ïiH~ ""/O^/'Ya- 

Donc l'élément D qui limite la grandeur G est: soit indiscernable 
d'un des éléments qui limitent l'une des grandeurs p(yi -+■ qg'), 
q étant inférieur à n, et alors 

^=^(71 + '/'/}. 
ce qui est en contradiction avec la négative du théorème; — soit 
discernable des éléments limitant toutes les grandeurs /j(Yi + f^^') ^'' 
alors est intermédiaire entre deux éléments consécutifs de division : 
q et (y — I étant les numéros d'ordre de ces deux éléments, on aura 

P[ï. + (î— i)3l<G<p(Y, + î5')- 
Orona ;,(yj -|-fyf/)_p[y, + (y — 1)^] — p/ < 5. 
Donc il sera toujours possible de trouver deux grandeurs 

ï"^Yi + î5'' et Y'^ri + ('7— Oi/'' 
telles que la différence p~(" —py' soit inférieure à toute grandeur g 
donnée. Ce résultat qui se déduit des théorèmes précédemment éta- 
blis est en contradiction avec la négative du théorème envisagé : donc 
cette négative est fausse, et le théorème est vrai. 

2" II n'existe qu'une grandeur G' telle que pG'^G. En effet, 
toute autre grandeur G", non égale à G', sera soit plus petite soit plus 
grande que G'. On aura 

et pG"=pG'±py^G±py, 

c'est-à-dire pG" ^ G. 
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c) MbSUUE des GKANDEUnS. 

Les théorèmes qui précèdent servent de fondement à la théorie de 
!a mesure des grandeurs. Cette théorie a pour objet la comparaison 
des diverses grandeurs avec une grandeur donnée de même espèce, 
qu'on appelle unité. Le résultat de la comparaison s'appelle mesure 
des grandeurs considérées. 

Soient l'unité U, et G la grandeur à mesurer, limitée par les élé- 
ments A et B de la môme variable ou d'une variable de même espèce. 
Trois cas peuvent se présenter: ou bien G^^U, ou bien G<U 
ou G > U. 

Si G ::^ U, on dit que la mesure de G en Ibnction de U est le nom- 
bre entier i. 

Si G < U, on a un cas que nous étudierons plus bas. 

Si G>U, en vertu des axiomes d'homogénéité et de linéarité, il 
existe dans le sens AB un élément C et un seul intermédiaire entre 
A et B et distinct de B te! que AC := U. De même, dans le sens CB, 
il existera un élément D etun seul tel que CD iz:; U. Or les grandeurs 
G et U étant finies, il existe un nombre m tel que mU^G. Donc . 
en considérant îi partir de A une série d'éléments tels que les gran- 
deurs qu'ils limitent soient toutes égales à U, on arrivera à un certain 
élément M tel que MB<U. 

Plusieurs cas peuvent alors se présenter. 

1" Cas : Nombres entiers. — On arrivera à un dernier élément 
M tel que MBiz^U. Soit (n— i) le nombre des éléments intermé- 
diaires limitant des grandeurs égales à U.La grandeur G est la somme 
de n grandeurs égales à U : G =^ nU. La mesure de G en fonction de 
l'unité choisie sera dite un nombre entier n. Ce nombre est dit expri- 
mer le rapport de G à U, ce qu'on traduit ^n symboles de la manière 
suivante : 

_ G 



3' Cas ; Nombres fractionnaires. — 11 peut se faire qu'on 
arrive à un dernier élément M intermédiaire entre A et B, discer- 
nable de B et tel que la grandeur restante MB soit inférieure à U. Lç 
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cas que nous avons laissé do côti; où G < U, reiiUc dans le cas pré- 
sent. 

Appelons G' la grandeur restante MB. On a 

Comparons G' à l'unité : de deux choses l'une : on bien l'uiiilé 

sera la somme d'un nombre entier de parties égales à G' ; — ou bien 

elle sera la somme d'an certain nombre, a par exemple, de parties 

égales à G' et d'une grandeur restante G" inférieure i G' : 

Uz^aG' + G", G''<G'. 

En roc o mm en ça ni avec G" l'opération effectuée avec G', on aura 

U^6G"+G", G"'<G". 
En continuant ainsi, il peut arriver deux cas, également compati- 
bles avec l'axiome de continuité : 

Ou bien on arrivera à une certaine grandeur G* telle que 
U^pG^ 
ou bien, si loin qu'on pousse ccUc opération de comparaison des restes 
successifs avec runité, on obtiendra toujours une grandeur finie res- 
tan te. 

Examinons d'abord le premier cas. On a la suite de relations : 
(i) C = (;.-.)U + G' G'<U 

(■i) U = riG + G" G"<G' 

(3) U = 6G" + G" G" < G" 



(i) U=pG'-'+G' G'<G'- 



L'unité U est la somme de 5 grandeurs à ^ . De la relation 
(le) résulte que la grandeur pG*~' est ce qui reste de U, c'est- 
à-dire de la somme w— , quand on enlève une des unités — qui 
composent cette somme. Donc 
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(F) . . 

Cette grandeur v peut s'écrire y ^^ -^l-L . Mais si chacune des par- 

. u . ''. 

lies — de l'unité est la somme de p parties égales à y, l'unité U sera 
le p(j parties égales à y. Donc U^pf/y, ou encore y peut 

(") 

--^- Lns symboles AlZ et — représentent donc la 
PI P PI 



denrs égales à ' peut s 



U U 

—=;'—■ 



Le second membre peut s'interpréter en disant que c'est la s 
dep grandeurs égales à (5 — 1) — 1 et par suite G*~' qui n'est pas 
autre chose que la p'*"^ partie de cetle somme sera précisément 
cette grandeur (y — i) Donc 

En remontant ainsi de proche en proche, on arriverait à trouver 
pour G' l'expression suivante : 

G =z\hcd..,pq~-cd ...pq-^d ,., q — ... ± (7 — 0,1 T "y 

Soit r' le nombre arilbmclique rcsullat de la synthèse: 

bcd ... p(j — cd... pq-i^d ...q — ... ±: (1/ — i)- 

Soit s le nombre arithmétique résultat de la synthèse : 

abed ... pq. 
La relation 

G=(n-.)U+G' 
pourra s'écrire 

G =(„-■> 
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et en appelanl r le nombre arithmétique résultat de la synthÈse 

(»-■)»+'•'.»"» 

Ce résultat conduit à une extension de l'idée de nombre. On dira 
que la mesure de G est exprimée par un nombre fractionnaire, en 

appelant nombre fractionnaire le symbole — ■ Ce symbole indique 

que la gi-andeur G à mesurer est la somme de r grandeurs égales à 

la s'*"" partie de l'unité. On dit encore que le nombre - exprime le 

rapport de G à U, ce qui se traduit par le symbole - := — ■ Le 

nombre r est dit numérateur, le nombre s est dit dénominateur. 

Le dénominateur indique en combien de parties y l'unité a été 
divisée. 

Le numérateur indique à combien de ces parties y est égale la gran- 
deur à mesurer. Cette remarque permet d'assimiler les nombres 
entiers à des nombres fractionnaires. Quand la mesure d'une gran- 
deur est un nombre entier, l'unité U peut être dite par extension 
divisée en une seule partie y. La grandeur G est égale à la somme 
de n parties y. On peut donc écrire : 

I ~ U ■ 

Étant donnée une unité U, un nombre Tracllonnalre exprime une 
grandeur et une seule en fonction de cette unité U. 

Le nombre fractionnaire qui exprime une grandeur somme de 
grandeurs exprimées par des nombres fractionnaires est dit la somme 
de ces nombres fractionnaires, et plus grand qu'un de ces nombres 
fractionnaires. 

Deux expressions fractionnaires différentes qui expriment une seule 
et même grandeur en fonction d'une même unité sont dites de même 
valeur. 

Théorème. — La valeur d'une fraction ne change pas quand on 
multiplie SCS deux termes par un même nombre. 
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Cela signl 


Ce que 




c=.|. 




Or on a 




V 


=„(l)l 


7-^.. 


Donc 






C=r„Ji, 




c'est-à-dire 






rn_ G 




et par siiile 






^'1 = '-- . 





ConséquencôS. — Ce théorème permet de réduire des fractions 
au même dénominateur. Il résulte de la définition de la somme des 
nombres fractionnaires, que cette somme s'obtient en faisant la somme 
des numérateurs des fractions réduites au même dénominateur. Il 
résulte également des définitions posées (nombres arithmétiques plus 
grands ou plus petits, grandeurs plus grandes ou plus petites, et enfin 
fractions plus grandes ou plus petites) que pour ranger suivant leur 
valeur croissante des fractions réduites au même dénominateur, d 
suffira de les placer dans l'ordre où leurs numérateurs, considérés 
comme nombres arithmétiques, seront rangés en valeur croissante. 

3" cas : Nombres Incommensurables. — Considérons main- 
tenant le cas où la comparaison avec l'unité de la grandeur G à 
mesurer donnant un reste G', puis la comparaison de ce reste G' don- 
nant un nouveau reste G", et ainsi de suite, la série formée par ces 
divers restes, G', G"... qui restent finis, est illimitée. C'est un cas 
dont la possibilité résulte de l'axiome de la continuité. 

Alors la série des relations 

(/ï+i) U==(yG' + G'^-', G"*'<G" 
est indéfinie. Dans ce cas, on obtient deux séries de nombres fraction- 
naires donnant l'un par excès, l'autre par défaut, le nombre de frac- 
tions d'unité comprises dans la gi-andeur à mesurer, la difTérence entre 
les grandeurs représentées par deux nombres fractionnaires correspon- 
dants dans chaque série, pouvant être rendue inférieure à toute gran- 
deur donnée. En effet, on aura 

,/G''< [J<Cry4-i)G^ 
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IV ■ n^ U ^ ri. ^ U 

Do„(.) ^[T\<^<-q- 

De la relalioii (le) U ^pG'"' + G'^ 

on déduira (o — i)— - <■ G""' <' 7— — — ^ ■ 

pq \K?+i) 

En remontant ainsi de proche en proche, jusqu'à la relation ('), on 
trouvera finalement que G est intermédiaire entre deux grandeurs 
ayant respectivement pour expression : 

([A(,H-,)-B(,+ i) + C(,+ ,) .,±,1 " 



%+ ■) 



J[A,-B,y + C,..,±(,-,)]-^^. 



La différence entre ces deux grandeurs est 

sKî+O [[*(? + ')-»('/ + + c(5+ ,) ... ±,>, 

-[A,--B,...±fa-,)](,+ 0] = s,("_^y 

Gomme le symbole S désigne un produit de facteurs qui s'enri- 
chit, à chaque comparaison d'un nouveau reste avec l'unité, d'un 
facteur supérieur ou au moins égal au précédent, on peut rendre la 

dififérence — inférieure à toute grandeur donnée. 

Par une extension nouvelle de l'idée de nombre, on dira que la 
mesure de G en fonction de l'unité choisie est encore un nombre : ce 
nombre sera dit incommensurable. Un nombre incommensurable est 
donc défini par deux séries de nombres fractionnaires, chaque série 
étant la mesure de grandeurs les unes supérieures, les autres infé- 
rieures à la grandeur à mesurer, et la différence entre deux grandeurs 

(') Nous passons sous silence un certain nombre d'cgalitcs internicdi aires qu'il esl 
onfanlin Je rétablir. Ainsi pour établir l'inégalité 

î-f-r 
il faudrait pasBOr par les relations 

= C,+ ,)G>.-,-, 

(î + ■) ^ = (5 + OG" - <! + or = (5 + iXe' - ï'), 
-iL.<r,.-. 
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correspondantes dans chaque série pouvant être rendue inférieure à 
toute grandeur donnée. A fortiori, la différence entre la grandeur à 
mesurer et les grandeurs qui composent l'une des. deux séries peut 
être rendue inférieure à toute grandeur donnée. Le nombre incom- 
mensurable, mesure de G, peut être considéré comme défini par l'une 
des deux séries de nombres fractionnaires, mesurant ou bien les 
grandeurs supérieures à G, ou bien les grandeurs inférieures à G. 

Le nombre incommensurable sera dit inférieur à tous les nombres 
fractionnaires mesurant des grandeurs plus grandes que celle dont il 
est la mesure, et supérieur aux nombres fractionnaires mesurant des 
grandeurs plus petites que celle dont il est la mesure. 

Par opposition avec les nombres incommensurables, les nombres 
entiers et fractionnaires sont dits commensiirables. A proprement 
parier, ce sont les grandeurs qui sont commensurables ou non avec 
l'unité : c'est par une extension de langage qu'on applique ce terme 
aux nombres, mesures de ces grandeurs. 

Théorème, — La mesure d'une grandeur infiniment petite est un 
nombre incommensurable, inférieur à tous les nombres ( 



Car si une grandeur infiniment petite avait pour mesure un nombre 
commensurable, si petit qu'il soit, cela impliquerait que cet infini- 
ment petit serait contenu dans l'unité choisie un nombre fini de fois, 
ce qui est en contradiction avec un théorème précédent. 

Remarque. — Les divers cas de la mesure des grandeurs que 
nous venons d'étudier reposent sur l'existence d'une série de relations 
de la forme : 

(yt+i) U^^G' + G"-', G'^'<G'. 

Nous avons supposé que les divers restes obtenus dans la compa- 
raison des grandeurs G" avec l'unité U étaient des grandeurs qui, 
quoique diminuant d'une manière constante, ne devenaient point 
cependant inférieures à toute grandeur donnée, c'est-à-dire n'étaient 
pas infiniment petites. 

Dans le cas oià un reste G""^^ est précisément une grandeur infini- 
ment petite, on a 

U = ,G" + .. 

Alors il n'existe pas de nombre arilliméLique fini lel que 
M>U. 
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H en résulte : i" que la grandeur G'' < — ; a" qu'il ii'exîsle pas de 

grandeur, exprimable en fonction de U par un nombre commensu- 

U 
table, qui aoit plus voisine que — de G'. 

En remontant de proche en proche la série des relations 

on verrait : r" que la grandeur à mesurer G est, suivant les cas, supé- 

U 

rieure ou inférieure à une certaine grandeur r — ; 2° qu'il n'existe pas 

de grandeur, exprimable en fonction de U par un nombre commen- 

U 
surable, qui soit plus voisine que /■ — de la grandeur G. 

Donc dans ce cas, la grandeur G ne diffère d'une certaine gran- 
deur G' exprimable par un nombre commensurable que d'une gi^an- 
deur infiniment petite. Sa mesure est un nombre incommensurable, 
somme ou différence d'un nombre commensurable et du nombre 
incommensurable, mesure d'une grandeur infiniment petite. 

Ainsi nous voyons qu'il existe en quelque sorte deux espèces de 
nombres incommensurables. Celui de la 1'° espèce (3' cas de la mesure 
des grandeurs) diffère toujours d'un des nombres commensurables 
des séries qui le définissent d'une quantité qui n'est pas infiniment 
petite. Au contraire, pour le nombre incommensurable de 2" espèce, 
il existe un nombre commensurable qui n'en diffère que d'un infini- 
ment petit. Soit "~ ce nombre commensurable. Le nombre incommen- 
surable ! de a" espèce sera défini par les inégalités : 

— <; j <"_ tous les nombres commensurables j — [- — | supérieurs h — 
s • \s n/ s 

— > f ^ tous les nombres commensurables/ — ■ — — | inférieurs à - - 



Conclusion sur la me&ure des grandeurs. — Li comparai- 
son de giandeurs à une seule et même giandeur donnée de même 
Pbpecc nous a amené a des e^ctensions successives de 1 idée de nom- 
bre, — ou plutôt il est résulte de cette étude une conception nou- 
velle à liquelle nous avons donne le nom dénombre, parce qu'il s'est 
trou\p que, dins le cas le plus simple, le nombie tel qu il avait été 
Deli(.uë 
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conçu avithmétiquementélail l'expression même du résultat de la com- 
paraison, à savoir une certaine pluralité de parties distinctes et iden- 
tiques. Le même terme a été ensuite employé pour désigner ce résul- 
tat dans tous les cas que nous rencontrions. Et ainsi on est arrivé à 
cette conception du nombre qui est vraiment une conception algé- 
brique : c'est l'expression du rapport de deux grandeurs. 

Cette conception du nombre, avec les diverses catégories que nous 
avons déterminées (entiers, fractionnaires et incommensurables) est 
une résultante directe de la continuité des grandeurs. Il y a lieu de 
remarquer que toutes les déductions qui conduisent à ces notions nou- 
velles, sont absolument rationnelles, c'est-à-dire qu'elles sont établies 
en dehors de toute vérification expérimentale et qu'elles résultent 
directement, par le libre jeu de notre entendement, des notions éta- 
blies dans les axiomes. Ce ne sont cpje les conséquences des dîverees 
possibilités que notre faculté de différenciation conçoit comme suscep- 
tibles de se réaliser dans la comparaison des grandeurs continues, 
infinies, homogènes et linéaires, c'est-à-dire les conséquences des 
diverses hypothèses dont les négatives seraient contradictoires avec les 
axiomes posés. 



(Q Comparaison des granueurs entre elles. 

De même que l'arithmétique commence par l'étude de la constitu- 
tion des nombres au moyen de l'unité (numération), de même, par 
l'étude de la mesure des grandeurs, l'algèbre rapporte d'abord toutes 
les grandeurs à une seule, si bien qu'on peut dire de la mesure des 
grandeurs, qu'elle est la numération algébrique. 

Après cette numération, de même qu'en arithmétique vient la com- 
paraison des nombres entre eux, de même doit venir en algèbre la 
comparaison entre elles des diverses grandeurs mesurées. De cette 
comparaison résulte un certain nombre de propositions très géné- 
rales que nous allons maintenant établir. 

Théorème. — Deuï grandeurs égales ont même mesure, quelle 
que soil l'unité choisie. 

En effet, deux grandeurs sont égales, lorsqu'elles ne diffèrent que 
par leur individualité distincte. Si les rapports de ces deux grandeurs 
avec une même troisième, ou leurs mesures, étaient différentes, elles 
différeraient par autre chose que leur individualité dislincln. Donc, 



y Google 



PRINCIPES DE L'ALGÈBRE 67 

quelle que soit l'unité choisie, deux grandeurs égales ne peuvent avoir 
de mesures différentes : elles ont même mesure. 

Théorème. — Quand deux grandeurs sont inégales, il est toujours 
possible de clioisir l'unité de manière à avoir pour expression de leurs 
mesures des nombres différents. 

Il suffit en effet de prendre pour unité une grandeur égale à l'une 
ou l'autre des deux grandeurs G ou G' à mesurer. Alors l'une des deux 
grandeurs G, par exemple, aura pour expression de sa mesure i. Quant 
à l'autre G', limitée par les éléments A' et B', dire qu'elle n'est pas 
égale à G, c'est dire que dans le sens A'B' il existe un élément G 
discernable ou non de B', mais en tout cas différent de cet élément B', 
et tel que la grandeur A'C = G . Cette grandeur, d'après le théorème 
précédent, aura pour mesure i , et G', somme (ou différence) de deux 
grandeurs dont l'une a pour mesure i, aura pour expression de sa 
mesure im nombre, commensurable ou non, supérieur (ou inférieur) 



Théorème. — ■ Deux grandeurs qui ont constamment même me- 
sure, quelle que soit l'unité choisie, sont égales. 

Elles ne peuvent en effet être inégales, car alors on pourrait choi- 
sir l'unité de manière que leurs mesures fussent différentes, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

Théorème. — Deux grandeurs G' et G" égales à une même troi- 
sième G sont égales entre elles. 

En effet, soit m la mesure de G en fonction d'une unité quelcon- 
que. G' et G" étant égales à G, auront toujours la même mesure m 
que G en fonction de cette unité. Ayant même mesure, quelle que 
soit l'unité choisie, elles sont égales entre elles. 



e) Additio?* des grandeurs. 

Soit la grandeur .G limitée par les éléments A et B. Ajouter à cette 
grandeur une grandeur G", c'est considérer à partir de l'élément B 
(et à l'exclusion de cet élément) une série d'éléments consécutifs dont 
la somme est G". Soit G l'élément final de cette série d'éléments. La 
grandeur G limitée par les éléments A et G est dite la somme des 
grandeurs G' et G" : 

G — G'-f-G". 
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Cherchons l' expression de la mesure de G, en fonction des mesures 
de G' et de G". 



1" Cas. — G' et G" ont pour mesures des nombres entiers. 

Soit a le nombre entier mesure de G' et b le nombre entier mesure 
de G". Des définitions mêmesdel'addition des grandeurs, et du nom- 
bre enlier mesure d'une grandeur, résuUe que la grandeur G est la 
somme de (" + i) grandeurs égales à l'unité, c'est-à-dire ijue sa 
mesure est un nombre entier. Ce nombre s'obtient en faisant la 
somme arithmétique des nombres qui sont les mesures des parlîes G' 
et G' de G. 

Ce nombre entier, mesure de G, sera dit la somme des nombres 
entiers mesures de G' et de G". 



3^ Cas. — Les mesures de G' et de G" en fonction de l'unilc U 

sont deux nombres fractionnaires — ^ et — . 
s V 
Par suite du tbcorèmc fondamental sur la valeur du nombre frac- 
tionnaire, la mesure - de G' peut s'écrire - i ce qui signifie que G' 

u ™ 

est la somme de vr parties égales à — De même la mesure — de 

sv V 

G" peut s'écrire — , ce qui signifie que G" est la somme de imparties 



et sa mesure s'éciira — — — ■ Le nombre fractionnaire — (et ses 

ormes équivalentes) sera dit la som 
- et — ou de leurs équivalents — et - 



formes équivalentes) sera dit la somme des nombres fractionnaires 
ru ^, Ks „ 



3"^ Cas. — Les mesures de G' et de G" sont des nombres incom- 
mensurables. 

Soit — ; — j- , . . . la série de nombres commensurabies qui définit le 
nombre incommensurable mesure de G'. 

Soit — ^—ji ... la série de nombres comracnsurables qu! définit le 
nombre incommensurable mesure de G". 
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y' et y" étant des grandeurs qui peuvent être rendues inférieures à 
toute grandeur donnée. 



Or C.= 






Puisque -{ et y" peuvi;nt être rendues séparément pins petites que 
tout« grandeur donnée, il en est de même de la grandeur y' dr -{' . — 
Il en résulte que la série des nombres 



représente dés grandeurs telles que leur différence avec G peut être 
rendue inférieure à toute grandeur donnée. Cette série définit donc un 
nombre qui est la mesure de G, et qui sera dit la somme des nombres 
incommensurables mesures de G' et de G". 

Des déGnitions que nous venons de poser, résidte celte proposition 
générale : 

La mesure d'une grandeur, somme de plusieurs grandeurs, est la 
somme des mesures de ces grandeurs. 

Théorème, — Si à des grandeurs égales, onajoutc(ou retranche) 
dos grandeurs égales, on obtient des grandeurs égales. 
Soit G ;^ G, et m leur mesure, 

G' ;= G'i et m' leur mesure. 

La somirie G + G' a pour mesure m -\- m' . 
La somme Gj + G'i a pour mesure m-\-m' . 
Les deux grandeurs G-|-G' et Gj + G', ayant toujours même 
mesure m -H m' quelle que soit l'unité cboisie, sont égales. 

Théorème. — Si à des grandeurs inégales on ajoute (ou retran- 
che) des grandeurs égales, on obtient des inégalités de même sens. 
Soit G>G'. 

Cela veut dire G = G'+ G,. 

Soit G" = G". 
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D'après le ihéorèiric prccédciit, on aura 

G + G" = G' + G"' + G,. 
Donc c+G">G' + G"', 

Les théorèmes qui prcccdentscrvcntdcbase à toutesics déduclions 
algébriques. L'algèbre s'enrichit ensuite d'une foule de concepts dont 
le plus important est celui de fonction d'une variable. Ces fonctions 
sont de deux types qui se rattachent aux deux espèces de variables, 
ouverte ou fermée. En réalité (et il suffit pour s'en convaincre de se 
reporter à l'histoire des sciences) c'est la géométrie qui introduit ces 
notions nouvelles. C'est qu'en effet dans la géométrie, le type même 
de ces variables se précise, et devenant à la fois visibles et maniables, 
elles se présentent sous la forme qui parle le mieux à l'imagination. 
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CHAPITRE IV 



PRINCIPES DE LA GEOMETRIE 



Aperçu général. — Avant d'entamer l'eïposé détaillé des prin- 
cipes de la géométrie, nous allons donner un aperçu général de Ten- 
scrnblc des déductions par lesquelles nous prétendons arriver à la 
démonstration des théorèmes fondamentaux de la géométrie. 

I. Concepts intuitifs et axiomes. — ■ Le concept intuitif, objet de la 
géométrie, est celui de l'étendue. 11 est déterminé par les cinq 
axiomes suivants : 

1° L'axiome de divisibilité : une étendue donnée est divisible en 
étendues partielles; 

2° L'axiome de continuité, d'où résulte la notion d'étendues infini- 
ment petites, adivisibles et indiscernables dans leur juxtaposition, et 
qu'on appelle points ; 

3° L'axiome d'infinité : l'étendue infiniment grande est l'espace ; 

4° L'axiome d'homogénéité, d'oîi résulte la possibilité de figures 
qui ne diffèrent entre elles que par leur individnalité ou position dis- 
tincte dans l'espace, et qu'on appelle yï^ures identiques ; 

5" L'axiome d'isotropie, exprimant que par rapport à un point 
donné, il existe une infinité de points formant une étendue continue 
et ayant, par rapport à un point donné, la même différence intrin- 
sèque d'individualité ou de position. On appelle distance de deux 
points leur différence intrinsèque de position. On appelle surface 
sphérique le lien des points situés à la même distance d'un point 
donné appelé centre. Cette surface sépare tous les points de l'espace 
en deux catégories : la catégorie des points situés à une distance du 
centre inférieure au rayon ; la catégorie des points situés à une dis- 
tance du centre plus grande que le rayon. 
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II. Étude desjigiires invariables. — a) Nous commençons par étu- 
dier le rapport qui constitue la figure invaiiable la plus simple, 
k savoir la distance de deux points, puis la figure que l'on peut le plus 
facilement former avec une distance donnée, à savoir la surface sphé- 
rique. En appliquant à la surface sphérique les notions dérivant de 
l'axiome de continuité, nous arrivons à conclure : i" que deux surfa- 
ces sphériques identiques de centres indiscernables sont indiscerna- 
bles dans toute leur étendue; 2" que deux surfaces sphériques de 
centi-es discernables ne peuvent pas être indiscernables dans toute 
leur étendue. — Il en résulte immédiatement que deux surfaces sphé- 
riques ne peiivent pas avoir en commun une portion finie de surface, 
ni plusieurs lignes qui se coupent. Elles ne peuvent donc avoir en 
commun 'que des points isolés ou des lignes qui ne se coupent pas. 
i) L'élude des figures invariables formées de trois points, achevant 
de déterminer la nature de l'intersection de deux surfaces sphériques, 
montre que deux hypothèses seulement sont possibles : ou bien l'in- 
tersection se réduit à un point, — ou bien elle se compose d'une 
seule ligne qu'on appelle circonférence et dont on établit les proprié- 
tés . Passant ensuite à la genèse de la ligne droite, on démontre 
qu'étant donné un point A centre de surfaces sphériques a dont les 
rayons sont supposés croître d'une manière continue à partir d'une 
valeur infiniment petite, à chacune de ces surfaces a correspondent 
deux surfaces sphériques et deux seulement, ayant un autre point 
donné poiir centre, et telles qu'elles aient avec la surface « considérée 
un point commun et un seul. On appelle lii)ne droite le Ueu de ces 
points communs. On établit la propriété de la droite axe de révolu- 
tion ; on démontre qu'une droite est déterminée par deux de ses 
points, et que deux droites, qui ont deux couples distincts de points 
indiscernables, sont indiscernables dans toute leur étendue. 

c) La preuve de l'existence d'un lieu de points de l'espace équidis- 
lants de deux points donnés nous amène à la notion de la surface 
plane dont il est facile d'établir les propriétés, en particulier celle-ci : 
que si deux plans ont trois couples, distincts et non en ligne droite, 
de points indiscernables, ces plans sont indiscernables dans toute 
leur étendue. 

d) Introduisant alors les droites et plans perpendiculaires, on 
démontre : 1° que si deux plans sont perpendiculaires à une même 
droite en des points indiscernables, ils sont indiscernables dans 
toute leur étendue ; 2" que si deux plans sont perpendiculaires à une 
même droile en des points discernables, ils sont discernables dans 
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toute leur dtendiie. — On en déduit l'unicité du plan passant par 
un point et perpendiculaire à une droite donnée, de même que l'uni- 
cité de la droite passant par un point et perpendiculaire à un plan 
donné. 

e) Ces propriétés nous conduisent à la définition et aux propriétés 
des droites parallèles. Ce sont les droites perpendiculaires k un même 
plan. On démontre principalement qu'étant données des droites 
parallèles, tout plan pei-pendiculaire à l'une est perpendiculaire aux 
autres. C'est cette propriété qui est le fondement de la géométrie 
euclidienne, 

f) Nous terminons par quelques considérations générales sur l'ap- 
plication des résultats de l'algèbre à la géométrie. 



I. — Concepts et axiomes géométriques. 

Les propriétés de l'espace résultent de la notion de la coexistence 
des êtres. 

L'être universel considéré à un instant de son éternelle évolution 
est constitué par un ensemble d'êtres distincts qui sont dits coexis- 
tants. Un. être quelconque est dit partie de l'être universel. Cet être 
à l'instant considéré: i" se distingue des autres êtres qui composent 
l'être universel par son individualité propre ou sa position dans l'es- 
pace ; 2" est par lui-même dans un certain état qu'on appelle son 
étendue. 

Nous n'entrerons pas dans les détails de la genèse expérimentale 
de cette notion d'étendue résultant des perceptions simultanées de nos 
sens, notamment du sens du toucher. Mais cette notion étant suppo- 
sée acquise, nous allons montrer comment notre faculté de différen- 
ciation nous amène à en définir les propriétés. 

1° Axiome de divisibilité. — - L'étendue est divisible. 

Cela veut dire que tout être donné, c'est-à-dire perçu par nos sens, 
peut être considéré comme formé par un ensemble d'êtres coexis- 
tants. 

Un morceau de bois peut être cassé, un liquide peut être partagé, 
etc. Les étendues des êtres dont l'ensemble constitue un être donné, 
sont dites pari l'es de l'étendue de cet Être. L'étendue totale est dite la 
somme des étendues de ses parties ; la partie est dite plus petite que 
le tout. 
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3° Axiome de continuité — I étendue est formée par la 
coexistence d'élément'* mimimLnt petits idivisibles et indiscernables 
dans leur juxtaposition 

Un être d'étendue donnée si petifi' (juc aoit cette étendue, est divi- 
sible en êtres d'étendues moinircs Si 1 en donne l'étendue de l'une 
de ces parties, elle possède la mcme propriété : de là résulte la notion 
d'étendues plus petites que toute étendue donnée : on dit que ces 
étendues sont infiniment pttUes on les appelle /(omis. 

La notion de l'étendue infiniment petite, à laquelle nous conduit 
l'étude de l'étendue donnée, est donc celle d'une variable indéfiniment 
décroissante. Mais on peut également envisager l'étendue, non plus 
au point de vue de sa décomposition en ses éléments, mais au point 
de vue de sa synthèse au moyen de ses éléments. Elle apparaît alors 
comme une variable qui s'accroît par l'adjonction successive d'élé- 
ments infiniment petits ou points. On ne peut pas donner une partie 
de l'étendue infiniment petite qu'est un point, parce qu'alors il exis- 
terait une étendue donnée qui, en tant que partie du point, serait 
plus petite que ce point, ce qui est contradictoire avec la notion même 
d'infiniment petit. C'est ce qu'on exprime en disant que les étendues 
infiniment petites ou points sont adivisibles. 

Deux points sont dits discernables si toute étendue qui les contient 
est la somme de deux étendues non infiniment petites qui conUen- 
nent chacune un de ces points. Si nous considérons la consUtulion 
de l'étendue au moyen de ses éléments infiniment petits, cette éten- 
due apparaît comme une variable qui s'accroît par l'adjonction suc- 
cessive d'éléments infiniment petits qui sont dits se juxtaposer les uns 
aux autres. Deux éléments Â et B juxtaposés forment une étendue E 
telle qu'il n'y a pas de parties finies de cette étendue qui contiennent 
séparément AetB, puisque E = A-|-B, et que A et B sont des in- 
finiment petits. Les éléments infiniment petitset juxtaposés de l'éten- 
due sont dits indiscernables. 

Ainsi une étendue quelconque sera la somme ou l'intcgrale d'élé- 
ments infiniment petits, adivisibles et indiscernables dans leur juxta- 
position. 

Donner un point, c'est donner une série d'étendues indéfiniment dé- 
croissantes et telles que chaque nouvelle étendue donnée est partie 
des étendues précédemment données. 

3" Axiome d'infinité, — ittant donnée une étendue, si grande 
qu'elle soit, il en existe une plus grande. On appelle espace l'éten- 
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due infiniment grande, c'cst-à-dirc plus grande c|uc toute étendue 
donnée. 



4° Axiome d'homogénéité, — L'étendue est homogène, c'est- 
à-dire identique dans toutes ses parties. 

Celte propriété est encore un résultat de notre faculté de diiféren- 
ciation. Il y a des êtres qui, considérés au simple point de vue de la 
coexistence de leurs éléments infiniment petits, c'esl-à-dire au point 
de vue de leur étendue, ne semblent pas pi-ésenler d'autre différence 
que celle de leur individualité distincte. Dans la plupart des cas, il 
est vrai, une étude plus approfondie nous montrerait que nous som- 
mes victimes d'une illusion provenant de l'imperfection de nos moyens 
d'observation. Mais cette constatation, si grossière qu'elle soit, suffit 
à nous suggérer l'idée do la possibilité de semblables étendues, ne 
différant que par leur individualité distincte, et cela si petites que 
soient ces étendues. 

D'oij cet énoncé : toutes les étendues infinitésimales ou points ne 
diffèrent que par leur individualité distincte ou posi'iion dans l'espace, 
et toute différence de position qui est réalisée par rapport à la posi- 
tion d'un point peut être réalisée identiquement par rapport à un 
autre point quelconque de l'espace. 

Si nous considérons l'être universel à un instant donné de sa durée, 
un point quelconque présentera par rapport aux autres points de 
l'espace un ensemble de diflerences(') ou de rapports de position bien 
déterminés. Un point discernable du premier présentera par rapport 
aux mêmes points de l'espace un ensemble de différences de position 
également bien déterminées. Cet ensemble de différences est dit dis- 
cernable du premier. Toute étendue qui comprend deux points dis- 
cernables est finie, et elle est formée d'une juxtaposition de points. 
Les ensembles de difféi-ences de position que présentent par rapport 
à des points donnés des points juxtaposés sont dits indiscernables, et 
varier d'une manière continue quand on passe d'un point à l'autre. 

Comme tous les points sont identiques, on peut imaginer que c'est 
le même point qui devient successivement les différents points juxta- 
posés, et ainsi on ariive à l'idée du mouvement géométrique. Dire 
qu'un point est mobile, c'est considérer, à partir de l'ensemble donné 
de différences que présente par rapport aux autres points de l'espace 



(') La nature de ces différencBS ou rapporte résulipra i 
suffit actuellenient d'avoir l'intuition de leur e^stence, 
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un point donné, une certaine variation continue de cet ensemble de 
différences ; on dit que ce point passe successivement par des points 
juxtaposés les uns aux autres. L'ensemble des points correspondant à 
cette variation constitue ce qu'on appelle une ligne. — Un point 
dont les différences de position par rapport aux autres points de 
l'espace ne varient pas est dit immobile ou aa repos ou Jlxe. 

Appelons figure géométrique un ensemble de points, juxtaposés ou 
non, donnés dans l'espace. Ces points étant déterminés, les différences 
qui existent entre les positions de ces points, ainsi que rordve(') dans 
lequel ces différences se présentent les unes par rapport aux autres, 
sont également déterminés. D'après l'axiome d'homogénéité, il est 
possible de réaliser dans une partie quelconque de l'espace une figure 
ne différant d'une figure donnée que par l'individualité distincte des 
points qui la constituent, ou, en d'autres termes, un ensemble de 
pointa présentant des différences de position identiques à celles réa- 
lisées en une autre portion de l'espace et se présentant dans le même 
ordre. Ces figures sont dites identiques. 

En particulier, étant donnée une ligne passant par un point d'une 
figure F, on peut imaginer autour de tous les points juxtaposés de 
celte ligne une figure identique à la figure F, et supposer de plus que 
c'est la même figure qui se déplace d'une manière continue dans 
l'espace en restant identique à elle-même : une telle figure mobile est 
dite invariable. Ce qui constitue donc l'essence même d'une figure 
invariable est un ensemble donné de différences se présentant dans un 
certain ordre. 

Soient deux figures identiques, M un point de la première, N le 
point de la seconde dont les différences de position avec les points de 
cette seconde figuie sont les mêmes que celles de M par rapport aux 
points de la première. Les deux points M et N sont dits homologues. 

5° Axiome d'isotropie. — Touteslespropriétés de l'étendue que 
nous avons énoncées, sont en somme communes au continuum temps 
et au continuum espace, et si l'exposé des conséquences des axiomes 
qui les énoncent est légèrement différent dans les deux cas, c'est uni- 
quement parce que nous avons tenu compte par anticipation du der- 
nier axiome qui seul les différencie. Tandis que les éléments du temps 

(') Colio notion do l'ordre dana lequel se présentent les différcncos do position 
entre les éléments d'une figure résulte de l'asiome d'isotropie. Elle s 
mesure ijuo nous étudierons des figures de plus en plus compjiijuccs. 
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ne sont différenciés que par la durée qu'ils limitent, les cléments de 
l'espace se différencient sous deux rapports, l'un intrinsèque qui est 
leur distance, l'autre extrinsèque qui est leur direction. 

Cette propriété de l'espace est encore un résultat de l'obsei-vation 
sensible. Si nous considérons une baguette, nous pouvons supposer 
l'une de ses extrémités fixe par rapport à un ensemble de pointa et 
nous constatons que l'autre peut prendre par rapport à ces mêmes 
points une infinité de positions différentes. Comme nos sens ne nous 
révèlent aucune différence entre les états de cette baguette, sauf sa 
position variable, nous en concluons que les rapports enire les points 
qui la constituent ne varient pas, mais seulement les rapports des 
positions de ces points sauf un avec celle des points extérieurs. Il se 
peut que dans l'expérience particulière qiie nous avons faite, des 
variations cachées se soient produites entre les éléments qui consti- 
tuaient la baguette. Mais elle suffit en tout cas pour nous suggérer 
l'idée d'une figure véritablement invariable et pouvant prendre autour 
de l'un de ses points une infinité de positions diverses. C'est de cette 
propriété que nous allons donner un énoncé mathématique. 

Définition. — Si nous isolons en pensée deux points dans l'espace, 
et si nous faisons abstraction de leurs rapports de position avec les 
autres points de l'espace pour n'envisager que la différence d'indivi- 
dualité de ces points l'un par rapport à l'autre, nous obtenons une 
différence ou rapport intrinsèque qu'on appelle distance des deux points. 
Cette différence intrinsèque ou distance constitue l'essence de toute 
figure composée de deux points. Soit une figure F formée des points 
A et B ; soit F' une figure identique à F et composée des points A,' et 
B'. On dira que la distance AB est égale à, la distance A'B'. 

L'axiome d'isotropie dit r Autour d'un point A, il existe une infi- 
nité de points situés à une distance donnée de ce point A. L'ensemble 
des points de l'espace situés à une distance constante d'un point A 
forme une étendue qui comprend une infinité de lignes, et qui sépare 
tous les autres points de l'espace en deux catégories. Le mot « sépare » 
veut dire que deux points d'une même catégorie peuvent être reliés 
par une ligne n'ayant aucun point sur l'étendue qui sépare, et que 
toute ligne qui joint deux points de catégories différentes a au moins 
un point sur l'étendue qui sépare. 

Cette étendue de séparation s'appelle surface sphériqae. Le point 
A est dit centre. La distance constante des points de la surface au 
centre s'appelle rayon de la surface sphérique. 

Le point A n'étant pas sur la surface spboriquc appartient à l'une 
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des deux calégoiies en lesquelles cette surface sépare tous les autres 
points de l'espace. Les points de la catégorie dont le centre A fait 
partie sont dits intérieurs à la surface et à une distance du centre infé- 
rieure au rayon. Les points de la catégorie dont le centre ne fait pas 
partie sont dits extérieurs h la surface et à une distance du centre 
supérieure au rayon. 

Lignes, surfaces, volumes. — Les notions de lignes, surfaces, 
volumes correspondent à trois espèces d'étendues qui résultent de 
l'axiome d'isotropie. 

La ligne est l'étendue qui résulte d'une certaine variation continue 
de l'ensemble de différences de positions que présente un point par 
rapport aux autres points de l'espace ou encore du mouvement d'un 
point. L'élément de cette étendue est le point, et deux points limitent 
une partie de cette étendue. On dit que la ligne a une seule dimension. 

La surface est l'étendue résultant du mouvement d'une ligne. Un 
élément de cette étendue sera donc constitué par l'étendue à une 
dimension d'une des lignes dites juxtaposées qui la composent, et 
deux lignes distinctes limiteront une partie de celte étendue: on dit 
que la surface a deux dimensions. 

Enfin le volume est l'étendue résultant du mouvement d'une sur- 
face. Un élément de cette étendue sera donc constitué par l'étendue 
à deux dimensions d'une des surfaces dites juxtaposées qui la com- 
posent, et deux surfaces distinctes limitent une partie de cette éten- 
due : on dit que le volume a trois dimensions. 

Avec l'axiome d'isotropie s'achève la détermination des propriétés 
de l'étendue. J'ai beau approfondir ce concept de l'étendue, l'envisager 
sous toutes ses faces, je n'y trouve rien de plus que ces cinq propriétés 
fondamentales : divisibilité, continuité, infinité, homogénéité, iso- 
tropie. Tout le reste doit donc y être contenu en puissance : ce ne 
sont plus que vérités secondaires et dérivées cpjï résultent des rap- 
ports constituant les figures invariables. 



II. — Étude déductive des figures géométriques. 

u) Drsr^TCES. — Surfaces sphi^riques. 
La ligure la plus simple est celle formée par deux points, La diffÉ- 
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rence des positions de ces deux points l'une par rapport à l'autre, 
c'est ce que nous avons appelé leur distance. Une certaine distance 
constitue donc l'essence d'une figure invariable, ou encore deux 
distances égales, réalisées dans l'espace, constituent deux figures 
identiques. 

Une distance réalisée par deux points A et B, devient une figure 
particulière. Mais cette figure peut être envisagée sous deux aspects 
différents, soit comme la dislance de A à B, soit comme la distance 
de B à A. Donc dans le système formé par les points A et B, on peul 
dire qu'il y a deux figures qui se confondent. En convenant d'énoncei 
d'abord le point auquel on rapporte l'autre, il y aura la figure AB ei 
la figure BA. C'est la même distance qui constitue ces deux figures 
elles sont donc identiques. Par suite, si la figure AB supposée inva- 
riable devient mobile, on pourra l'amener à se confondre avec BA 
c'est-à-dire, sans que la distance des deux points varie, on pourra 
amener A à se confondre avec B et B avec A : on dira que !a figure 
a été retournée. 

Surface sphèrique. — Nous avons appelé surface sphérique une 
étendue séparant les points de l'espace non situés sur la surface en 
deux catégoiies : i" les points situés à une dislance du centre infé- 
rieure au rayon ; 2" les points situés à une distance du centre sujlé- 
rieure au rayon. Un point ne peut passer d'une catégorie dansl'autre 
sans prendre au moins une position sur la surface. 

Théorème, — Si deux points sont indiscernables, chacun d'eux 
est intérieur à toute surface sphérique ayant l'autre pointpour centre 
et ayant ses points discernables du centre. 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, toute étendue comprenant ces 
deux points aurait au moins un point sur la surface, et serait par 
suite finie. 

Théorème. — La surface sphérique ghsse sur elle-même par 
rotation autour de son centre. 

Puisqu'il y a une infinité de points formant une étendue continue 
et situés à la même distance du centre, on peut imaginer qu'un point 
quelconque de la surface se déplace sur cette surface en entraînant la 
figure supposée invariable, et le centre restant fixe. Un autre point 
quelconque de la surface restera à distance fixe du centre et par 
suite sur la surlace; c'est ce qu'on exprime en disant que la surface 
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glisse sur elle-même par i-olation autour de son centre. D'autre part, 
toutes les figures formées par le centre et chacun des points de la 
surface sont identiques. On pourra donc, par rotation autour du 
centre, amener un point quelconque de la surface à se confondre 
avec un autre point quelconque de cette même surface : c'est là la pro- 
priété caractéristique de la surface sphérique. En cherchant à réaliser 
matériellement une étendue jouissant de cette propiiélé, on pourra 
se faire une image de la surface sphérique. 

Surfaces Bphérigues concentriques. — Un point étant donné 
dans l'espace, un autre point quelconque de l'espace définit avec le 
premier une certaine distance et appartient par suite à une certaine 
surface sphérique ayant le premier pour centre. Ainsi lous les points 
de l'espace se répartissent par rapport à un point donné en diverses 
classes qui sont des surfaces sphériques de même centre. Toutes ces 
surfaces sphériques sont dites concentriques. 

Théorème. — Deux surfaces sphériques concentriques ne peuvent 
avoir de point commun, à moins de se confondre. 

En efTet un point détermine avec le centre A une certaine distance 
et une seule, et par suite il n'existe qu'une surface sphérique de cen- 
tre A passant par ce point. 

Corollaire. — Étant domiécsdcux surfacessphéricpies concentri- 
ques, l'une est tout entière intérieure à l'antre : on dit que son rayon 
est moindre. 

Théorème. — Soient une surface sphérique 17 et P un point discer- 
nahle de tous les points de cette surface : la surface a' passant par P 
et concentrique à a, a tous ses points discernables de tous les points 
de j. 

En effet, si sur cette surface a' il existait un point Q indiscernable 
d'un point M de la surface n, en faisant tourner autour du centre A 
la figure, supposée invariable, formée par les points A, Q et M, jus- 
qu'à ce que Q vienne en P, le point M, qui reste indiscernable de Q 
et à une distance constante du centre A, occuperait sur a une certaine 
position M' qui serait, contrairement à l'hypothèse, indiscernable de 
P. — Les deux surfaces <t et <j' sont dites de rayons discernables. 

Définitions. — La portion d'espace înicrieure à une surface sphé- 
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rîque s'appelle sphère. C'est la somme on l'intégrale d'éléments 
constitués par des surfaces concentriques et juxtaposées. Les rayons 
de ces surfaces sphériques, considérées dans l'ordre où elles se pré- 
sentent à partir du centre, sont dits croître d'une manière continue. 
Quand on suppose que le rayon d'une surface sphérique croît (ou dé- 
croît) d'une manière continue à partir d'une valeur donnée, on entend 
que le volume de la sphère limitée par cette surface de rayon donné 
s'accroît (ou diminue) d'un élément de volume infiniment petit con- 
stitué par tiiiù surface sphérique concentrique et juxtaposée. — Il 
résulte de l'axiome d'infinité que toute sphère donnée peut être consi- 
dérée comme partie d'une sphère dont le rayon sera plus grand que 
celui de la sphère donnée. On en conclut à l'existence de points exté- 
rieurs à toute surface sphérique donnée : on dit qu'ils sont à une dis- 
tance infiniment grande du centre, et qu'ils appartiennent à une sur- 
face sphérique de rayon infiniment grand. De même, i! existe des 
points intérieurs à toute surface sphérique donnée : ils sont dits à une 
distance infiniment petite du centre, et appartenir à une surface sphé- 
rique de rayon infiniment petit. 

Théorème, — Si deux points sont indiscernahlea, tout point dis- 
cernable de l'un sera discernable de l'autre. 

Soient en effet A et B deux points indiscernables, et C un point dis- 
cernable de A.. La surface sphérique a de centre A et de rayon ÂG, a 
un rayon qui n'est pas infiniment petit. Il existe donc des surfaces 
a' de rayon non infiniment petit, inférieur au rayon.de « et discerna- 
ble de ce rayon. Le point B, indiscernable de A, est intérieur à l'une 
quelconque de ces surfaces «'. Toute étendue comprenant les points 
B et C aura par suite au moins un point sur cette surface «', et sera 
finie, donc les points B et C sont discernables. 

Théorème. — Si deux points sont indiscernables, tout point 
indiscernable de l'un sera indiscernable de l'autre. 

Car s'il était discernable de ce dernier point, en vertu du théorème 
précédent, il devrait être aussi discernable du premier. 

Surfaces sphériques identiques. — En vertu de l'axiome d'ho- 
mogénéité, étant donné un point A, centre d'une surface sphérique 
de rayon déterminé, on peut prendre un autre point quelconque B 
del'espace, comme centre d'une surface sphérique ne différant de la 
première que par son individualité distincte. Ces deux surfaces sphé- 
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riques ont même rayon sans quoi elles différeraient par autre chose 
que leur individualité distincte. Comme d'autre part, étant donné 
un centre, un rayon détermine une surface sphérique et une seule, 
il en résulte que deux surfaces sphéritpies de rayon égal sont iden- 
tiques. 

A toute surface « de centre A on pourra faire correspûndre une 
surface identique de centre B, — et réciproquement. 

A deux surfaces a,, «s discernables correspondront deux surfaces : 
P, identique à a,,-^i [identique à sti, discernables, — et réciproque- 
ment. 

Théorème. — Si deux surfaces sphériques sont indiscernables 
dans toute leur étendue, tout point intérieur (ou extérieur) à l'une 
sera intérieur (ou extérieur) à l'autre. 

En effet, les deux surfaces a et |3 étant indiscernables dans toute 
leur étendue, quel que soit le point de l'une a pris comme centre 
d'une surface sphérique et si petit que soit le rayon de cette surface, il 
y aura des points de l'autre ^ formant une étendue continue à l'inté- 
rieur de cette petite surface sphérique. Par suite, si petite que soit sa 
distance aux points de l'une des surfaces, un point, discernable de la 
surface, ne peut passer, par rapport à cette surface, d'une catégorie 
(intérieure ou extérieure) à l'autre sans passer également par un point 
de l'autre surface. — Je dis de plus que la catégorie y, intérieure à 
l'une a est aussi intérieure à l'autre p. Cette catégorie y, forme en effet 
une sphère déterminée et finie. Si cette catégorie était extérieure à g, 
elle comprendrait des points situés à une distance infiniment grande 
du point B. Or tout point de la catégorie y, intérieure à la surface a est 
la limite d'une série décroissante de portions données de la sphère a 
qui est finie. Tout point de v^ est donc donné, et parsuite sa distance 
au point B n'est pas infiniment grande. La catégorie 7, n'étant pas 
celle des points extérieurs à (3 est celle des points intérieurs à g. En 
particulier, les deux centres AetB sont intérieurs à chacune des 
deux surfaces. 

Théorème. — S'il existe deux surfaces sphériques indiscernables, 
il existe uneiniinité de couples de surfaces sphériques indiscernables, 
les deux surfaces d'un même couple ayant respectivement pour con- 
tres les centres des surfaces indiscernables données. 

Soient en effet a et g deux surfaces sphériques indiscernables. 
Supposons qu'un point M, partant d'une position indiscernable de 
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a et de 3i se déplace d'une manière continue dans la portion d'espace 
'Il intérieure à « et à g, et imaginons les divers couples de surfaces a' 
et ^'passant par chacune de ses positions. Les couples successivement 
obtenus appartiennent à la même catégorie de points y;. Je dis que les 
surfaces d'un même couple qui sont indiscernables pour une position 
' de M indiscernable de a et de ^, ne peuvent cesser d'être indiscer- 
nables. Car si, après avoir été constamment indiscernables, elles deve- 
naient discernables pour une position M„ du point M, l'une d'elles, 
a„ par exemple, aurait des points extérieurs à l'autre p^ et discernables 
de cette surface ^„. Ces points appartiendraient donc à une surface 
^'„ intermédiaire entre p et ^„ et discernable de la surface g„ (puis- 
qu'elle a des points discernables de cette surface). Or puisque pour 
toutes ces positions intermédiaires les surfaces a', et p'„ d'un même 
couple sont indiscernables, il en résulterait que les surfaces a'„ et 2,, 
(qui a des points communs avecp',,) auraientdes points indiscernables. 
Mais les surfaces p„ et g'„ étant discernables, le point M„ de ^^ est dis- 
cernable de (î'„ et par suite de «'„. On aurait donc une surface a„ con- 
centrique à 7.'„ et passant par un point M„ discernable de cette sur- 
face a!„, qui ne serait pas discernable de cette surface dans toute son 
étendue, ce qui est impossible. 

Si on avait supposé que le point M se déplaçât dans !a portion d'es- 
pace Y= extérieure à a et à j3, on aurait eu les mêmes conclusions. 

Théorème. — Deux surfaces sphériques indiscernables dans toute 
leur étendue ontleurs rayons indiscernables. 

Soient en effet a et ^ deux surfaces sphériques indiscernables dans 
toute leur étendue. Supposons qu'elles aient des rayons t\ et r^ discer- 
nables et soit r„ <; r^. La surface sphérique a concentrique à a et 
ayant un rayon égal à Tj aura tous ses points dans la portion d'espace 
Vj extérieure à a et à 3 et discernables de la surface a. La surface p' 
concentrique à ^ et de rayon égal à r^ aura tous ses points dans la 
portion d'espace y,- intérieure à « et à et discernables de la surface g. 
Or si nous imaginons que la figure formée par les centres, et les deux 
surfaces a et g se déplace en restant invariable, et si nous retournons 
la figure formée par les deux centres, les deux surfaces a et p devraient 
rester indiscernables ; mais en tant que les surfaces restent invariables, 
la surface a et la surface g devraient venir se confondre respectivement 
avec p' et et', lesquelles sont discernables. L'hypothèse que les sur- 
faces a et p ont leurs rayons discernables, conduit donc à une contra- 
diction, et par suite sa négative est vraie. 
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Théorème. — Deux surfaces sphériques identiques de cenlres 
indiscei'nables sont indiscernables dans toute leur étendue. 

Soient A et B deux points indiscernables. Les surfaces a et p de 
rayon infiniment petit auront respectivement tous leurs points indis- 
cernables de A et de B. Elles sont donc indiscernables l'une de l'autre. 
Par suite il existe une infinité de couples de surfaces a! et P' indiscer- 
nables correspondant à chaque position d'un point mobile s'éloignant 
de A et de B. De plus, il résulte du tbéorème précédent qu'elles ont 
des rayons indiscernables. On peut efifectuer le mouvement du point 
M jusqu'à ce qu'il soit sur une surface sphérique 2' donnée. La surface 
fj du même couple que a' sera indiscernable de a! dans toute son 
étendue, et son rayon sera indiscernable de celui de a'- Donc la sur- 
face g" identique à a,' aura son rayon indiscernable de fl', par suite 
sera indiscernable du cette surface ^', et par suite enfin de ■/ . 

Théorème — Deux surfaces sphériques de centres discernables 
n p u t p t d nables dans toute leur étendue. 

En ff t lu f ces a et g de centres discernables A et B. 

S 11 ti nt I n bl s dans toute leur étendue, les points A 
t B ni tou les d dans la même portion d'espace -j-,. inté- 

u u d u f On pourrait envisager la série de couples 

1 u f dj n 1 1 rrespondant aux diverses positions d'un 

\ t M 11 nt d n p t on indiscernable de a; et de g jusqu'à l'un 
d nt A pa m\\ L'autre point B devrait être toujours à 

1 nt u 1 u 1 par suite devrait être indiscernable de A, 

nt n t \ Il yi tl 

Conclusion. — De tous les théorèmes qui précèdent résulte que : 
Le centre d'une surface sphérique est le seul point de l'espace 
situé à égale distance de tous les points de cette surface sphérique. 
Ou encore : Une surface sphérique donnée n'a qu'un centre. 

Théorème, — Deux surfaces sphériques de centres discernables 
ne peuvent avoir en commun une portion finie de surface. 

En effet, si deux surfaces sphériques « et 3 *!& centres discerna- 
bles A et B avaient en commun une portion de surface finie, cela 
voudrait dire qu'un point M de cette portion pourrait être entouré 
d'une hgne commune aux deux surfaces et telle que la partie de sur- 
face {pai comprend le point M et qui est limitée par la ligne fût com- 
mune aux deux surfaces. Or par rapport à l'ensemble formé par les 
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centres A et B des deux surfaces, les points communs aux deux sur- 
faces ne se différencient les uns des autres que par leur individualité 
distincte, puisque chacun d'eux est aux mêmes distances respective- 
ment de A et de B. Toute propriété de l'un, relative à l'ensemble AB, 
est donc commune à chacun des autres. Si donc l'un d'eux pouvait 
faire partie d'une portion finie commune aux deux surfaces, il 
en serait de même de tout autre, en particulier des points de la ligne 
jui limite la portion commune. On ne peut donc pas dire qu'il 
existe une ligne limitant une portion commune. En d'autres termes, 
si deux surfaces de centres discernables avaient en commun une por- 
tion de surface finie, elles se confondraient dans toute leur étendue. 
Or nous avons démontré qu'elles ne pouvaient pas se confondre. Donc 
elles ne peuvent pas avoir en commun une portion de surface finie. 

Corollaire. — Quand une portion de surface sphérique glisse 
sur cetLe surface on l'entraînant, toute la surface glisse sur elle-même. 
Gomme une surface splicrique n'a qu'un centre, le centra reste 
immobile. 

Théorème. — Deux surfaces sphériques de centres discernables 
ne peuvent avoir en commun deux lignes qui se coupent. 

Supposons en effet qu'elles puissent avoir en commun deux lignes 
\ et à' se coupant en un point P. Par un raisonnement analogue k 
celui du théorème précédent, on montrerait que par tout point de X 
et de X' passent de même deux lignes, ou en d'autres termes que les 
deux surfaces ont en commun une portion finie de surface, ce qui est 



De tous les théorèmes qui précèdent, résulte que deux surfaces 
sphériques ne peuvent avoir en commun que des points isolés ou des 
lignes qui ne se coupent pas. L'étude des figures invariables formées 
de trois points va achever de déterminer la nature de l'intersection 
de deux surfaces sphériques. 



/l) CtRCONFÉBENCeS, DROITES. 

Soient trois points A, B et C donnés dans l'espace. Ils détermi- 
nent une figure, caractérisée par l'ensemble des différences existant 
entre les positions des points qui la constituent : ces différences sont 
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les distances des points entre eux. SI ces distances a, b, c ne sont pas 
égales, elles sont susceptibles d'être envisagées suivant ce qu'on 
appelle deux ordres différents, résultant de ce qu'on peut considérer 
l'une d'entre elles, a par exemple existant entre les 
B points A et B, de deux manières différentes, soit 

comme la différence de B à A, soit comme la 
différence de A à B, ou en distinguant ces deux 
^ . manières par un signe différent, soit comme -j-a 

soit comme - — a. Si je pars alors d'une de ces 
différences (+a ou -^a) et si j'envisage la diffé- 
rence du troisième point par rapport au dernier point obtenu 
(B ou A), on aura soit l'ordre (+ a) (+ b) (+ c), soit l'ordre ( — a) 

(-«)(-*)■ 

Mais sur toul« figure constituée par les trois mêmes différences, 
on peut imaginer l'un et l'autre de ces deux ordres. Donc étant don- 
née une figure formée de trois points, si l'on fait choix d'un certain 
ordre pour les différences qui la constituent, il est toujours possible 
pour une deuxième figure composée des trois mêmes différences, 
d'imaginer le même ordre de succession des différences. Alors ces 
deux figures, composées de trois points entre les positions desquels 
existeront les mêmes différences, se présentant dans le même ordre, 
ne différeront que par l'individualité distincte des ensembles de 
points qui constituent chacune d'elles. Elles seront identiques. 

Théorème. — Deux surfaces sphériques ne peuvent avoir en 
commun qu'un point isolé ou une seule ligne. 

En effet, soient deux surfaces sphériques de centres A et B. Sup- 
posons qu'elles aient plus d'un point commun et soient M et N deux 
de ces points discernables. Les figures formées l'une par le point M 
et les deux centres, l'autre par le point N el les deux centres sont 
formées par les mêmes différences a, b, c, à savoir 

a iz=AB commun, b = hM.=AN, c — BM~tïN. 

De plus, quelle que soit la manière dont on envisage la distance a 
constituée par les points A et B, les deux autres distances 6 et c se 
présentent dans le même ordre dans les deux figures. Les deux figu- 
res ABM et ABN ont donc leurs éléments égaux et disposés dans le 
même ordre, et par suite elles ne diffèrent que par rindividualîté ou 
position distincte dans l'espace des points qui constituent chacune 
d'elles. Or les points A et B représentent chacun deux points homo- 
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logucs dans chaque figure et confondus. Par suite ce qui différencie 
uniquement les deux figures, c'est la différence de position ou la dis- 
tance des deux autres points homologues M et N, Or les points ABM 
d'une part, ABN d'autre part peuvent être considérés comme appar- 
tenant à deux surfaces indéfinies a et u' identiques et distinctes qui 
constituent deux parties infini lé simales de l'espace. L'espace étant 
continu et identique dans toutes ses parties, il existe, si petite que 
soit la différence de position ou la distance des points homologues 
de <r et de a', des surfaces (7„ identiques à n et à o' et telles que la dis- 
tance des points de ces surfaces (î„ à leurs homologues de l'une ou 
l'autre des surfaces n ou o' devienne inférieure à toute distance donnée. 
Par suite, il existe, reliant M et N, un lieu continu de points situés 
aux mêmes distances que M et N de A et de B, c'est-à-dire une ligne 
commune aux deux surfaces spliériques a et ^. Tout autre point 
d'intersection différent de N sera ainsi relié à M par une ligne conti- 
nue de points communs aux deux surfaces. Comme d'autre part il ne 
peut y avoir deux lignes d'intersection qui se coupent, tous ces 
points communs appartiennent nécessairement à la même ligne. 

Propriétés de la ligne commune à deux surfaces sphèri- 
ques. — Dfi l'exislcnce d'une ligne d'intersection commune à deux 
surfaces sphériques, résulte que la position d'un point de cette ligne 
peut varier dans l'espace sans que varie sa distance aux deux cen- 
tres : on peut par suite supposer que ces deux centres restent immo- 
hiles pendant le mouvement du point. Si nous supposons alors que 
les deux surfaces sont entraînées dans le mouvement, elles glisseront 
sur elles-mêmes. Un point quelconcjue d'intersection restera sur les 
deux surfaces, c'est-à-dire sur la ligne d'intersection qui glissera par 
conséquent sur elle-même. Un point quelconque de la ligne est par 
suite intermédiaire entre d'autres points de la ligne. C'est cette pro- 
priété qu'on exprime en disant que la ligne est fermée ou qu'elle 
sépare sur chacune des surfaces deux catégories de points : un point 
d'une catégorie, supposé mobile sur la surface, peut venir se confon- 
dre avec un autre point de la même catégorie sans prendre de posi- 
tion sur la ligne qui sépare ; — et ne peut pas venir se confondre 
avec un point de l'autre catégorie sans prendre au moins une posi- 
tion sur la ligne qui sépare. 

Nous appellerons circonférence toute ligne d'intersection de deux 
surfaces sphériques : c'est en somme le lieu des points situés à des 
distances données de deux points donnés. 
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Théorème. — ■ Deux surfaces sphériques qui ont une circonfé- 
rence en commun ont chacune des points intérieurs et des points 
extérieurs à l'autre : on dit qu'elles se coupent. 

En effet, s'il n'en était pas ainsi et que l'une d'elles, a, fût par exem- 
ple tout entière intérieure à l'autre g, la sphère limitée par la surface 
P serait divisée en trois parties, à savoir la 
„^ sphère limitée par la surface a et deux por- 

tions limitées par les portions de surface 
séparées sur a et g par la circonférence 
commune. Il existerait alors des surfaces 
x' concentriques à o et de rayon plus grand 
que a qui auraient avec (3 deux circonfé- 
rences discernables en commun, ce qui est 
impossible. Il en serait de même si l'on 
supposait les deux sphères tout entières 
'"' extérieures l'une à l'autre. 

On en conclut que si deux surfaces sphé- 
riques se coupent, l'une des portions de surface «^ limitée sur a par 
la circonférence est tout entière extérieure à la surface p, l'autre 
portion a, est tout entière intérieure à |3, 

Théorème, — Soient deux points A. et R discernables. A chaque 
surface sphérique ayant pour centre l'un des points, correspondent 
deux surfaces sphériques ayant l'autre point pour centre et n'ayant 
avec la première chacune qu'un seul point commun. 

En effet, soit a une surface sphérique de centre A. Considérons la 
surface p de centre B ayant pour rayon la distance du point B à l'un 
des points M de a. Dans le cas général, les points A et B étant dis- 
cernables, ces deux surfaces se couperont suivant une circonférence \ 
qui séparera sur a deux portions, l'une a, dont tous les points sont 
intérieurs à g, l'autre a, dont tous les points sont extérieurs à p. — 
Les points qui constituent a, sont à des distances de B : i" inférieures 
au rayon BM ; 2° inégales, car si elles étaient égales, tous les points 
qui composent a, seraient communs à la surface a et à la surface §, 
ayant pour rayon cette distance' commune, ce qui est impossible. 
Parmi ces distances inégales, il y en aura une qui sera inférieure à 
toutes les autres. Or les éléments de la surface a, situés à cette dis- 
tance de B inférieure à toutes les autres, ne peuvent pas former une 
étendue divisible ; car, d'après les théorèmes précédents, cette éten- 
due divisible ne pourrait être qu'une ligne fermée et continue, qui 
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séparerait sur x des points situés, con Irai rem eiit i\ Phypothèse, à des 
distances de B inférieures à la distance considérée. Donc Télément 
d'étendue qui correspond à celle distance plus petite que toutes les 
autres est un élément adivisible : c'est un point. 

Par un raisonnement analogue, on démontrerait qu'il exisle sur a 
un point et un seul situé à une distance maxima de l.i. 

Ligne droite. — Considérons toutes les surfaces a. de centre A, 
qu'on obtient en faisant croître le rayon d'une manière continue depuis 
une valeur infiniment petite jusqu'à une valeur infiniment grande. 
Sur chacune des surfaces a, il y a un point et un seul situé à une 
distance minima d'un autre point B donné, et un point et un seul 
situé à une distance maxima de ce même point B. L'ensemble de, ces 
points forme un lieu continu passant par Â et par B, et qu'on ap- 
pelle ligne droite. Soit P l'un de ces points ; puisqu'il est le seul 
commun aux surfaces a et [3 de rayonsÂP et BP, c'est le seul de l'es- 
pace situé aux distances PA de A et PB de B. 

Mouvement de révolution. — - Appelons mouvement de révo- 
lution celui d'une figure invariable dont tous les points restent à des 
distances fixes de deux points A et B. Ce mouvement est possible, 
puisque, pour un point quelconque M de cette figure, il y a une infi- 
nité de positions possibles qui sont l'ensemble des points qui constituent 
la circonférence d'Intersection des deux surfaces sphériques 2 et ^ de 
rayons AM et BM. 

Théorème. — Dans le mouvement de révolution nutour de deux 
de ses points, tous les points d'une droite demeurent immobiles. 

En effet, un point quelconque Q de la droite étant le seul situé aux 
distances QA de A et QB de B, ne peut dans ce mouvement de révo- 
lution changer de position. 

On exprime cette propriété de la droite en disant qu'elle est Taxe 
du mouvement de révolution. 

Cette propriété est caractéristique de la ligne droite En cherchant 
à déterminer dans un corps de la nature les éléments qui jouissent 
de cette propriété, on aura la représentation sensible do lp qui realisL 
dans notre monde le concept géométrique de droite 

Théorème. — Une droite est déterminée par deux quelconques 
de ses points, ces points étant supposés discernables. 



y Google 



m PRINCIPES DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

En effet, un poinl; quelconque de la droite étant immobile dans le 
mouvement de révolution autour de la droite comme axe, est le seul 
point de l'espace situé aux distances oii il se trouve de deux autres 
points quelconques de la droite, pourvu que ces deux points soient 
discernables. 

Corollaire. — Une droite peut glisser sur elle-même. 

Théorème. — Etant donnée une droite A, si, sur une droite A', 
deux points A' et B', discernables l'un de l'autre, sont indiscernables 
respectivement de deux points A et B de, la droite A, les droites A et 
A' sont indiscernables dans toute leur étendue. 

En effet, aoit Q un point quelconque de la droite A. C'est le seul 
point commun aux deux surfaces a et g ayant les points A et B pour 
centres, et les distances AQ et BQ pour rayons. Les surfaces a' et ^ ' 
identiques à a et g et de centres A' et B' sont indiscernables des sur- 
faces a et p. Par suite, si petite que soit la surface sphérique de cen- 
tre Q, il y aura à l'intérieur de cette surface un point de a' et un point 
de |3'. Ces deux surfaces ont donc un point Q' commun indiscerna- 
ble du point Q, Elles ne peuvent pas d'ailleurs avoir en n m 
point P' discernable du point Q', car en vertu d'un ra so ne ent i- 
logueau précédent, les surfaces a et g auraient en c n n un [ nt 
P indiscernable de P' et par suite discernable de Q ce ju est m- 
possible. Donc les surfaces a! et ^' n'ont en comm n q e le eul 
point Q' : ce point appartient donc k la droite A'. Les points Q et Q' 
étant indiscernables, on voit qu'un point quelconque Q de A est indis- 
cernable de la droite A'. — Réciproqirement, on démontrerait de 
même qu'un point quelconque do A' esl indiscernable de la droite A. 



c) SuHFAGE PLAKE ou PI.\N. 

Soient deux points Ael B. Sur la droite qu'ds définissent, il existe 
un point G tel que ÂC =i BC. Il suffit en effet de considérer deux sur- 
faces sphériques identiques de centres A et B, dont le rayon soit suffi- 
samment grand pour qu'elles se coupent ; ce rayon, diminuant d'une 
manière continue, prendra une certaine valeur pour laquelle les deux 
surfaces spbériques n'auront plus qu'un point C commun, situé sur 
la droite AB et tel que AC irz BC. 

Considérons l'ensemble des surfaces sphériques de centres A et B, 
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et de rayon égal, obtenues en faisant croître ce rayon à partir de la 
valeur commune A.C ^ir CB, jusqu'à une valeur infiniment grande. 
L'ensemble des circonférences, interseclions de deux surfaces sphéri- 
ques identiques a et p, formera un lieu continu qu'on appelle surface 
plane ou plan : c'est le lien des points de l'espace équidistants des 
points A et B. 

Théorème, — Dans le mouvement de révoliiûoii ayant la droite 
AB pour axe, le plan glisse sur lui-même. 

En effet, l'une quelconque des circonférences dont l'ensemble con- 
stitue le plan, glisse sur elle-même. 

Dans ce mouvement, tous les points de l'axe étant immobiles, l'un 
quelconque de ces points sera équidistant de tous les points d'une des 
circonférences. En particulier le point G, milieu de AB, sera équidis- 
tant de tous les points d'une des circonférences. Ce point G est dit le 
centre de toutes ces circonférences, et on appelle cercle la portion de 
surface plane comprenant le centre et limitée à l'une des circonfé- 
rences. 

Théorème. — Le plan est supcrposable à lui-même par retour- 
nement. 

Soit le plan ^ lieu des points de l'espace équidistants des points 
A et B. Désignons par les mêmes lettres, munies d'un accent, les 
éléments d'une figure invariable qui devient mobile. Si nous retour- 
nons la figure AB, lorsque A' se confondra avec B, toutes les sur- 
faces a' de centre A' se confondront avec les surfaces p de centre B et 
de rayon égal. De même, lorsque B' se confondra avec A, toutes les 
surfaces f)' de centre B' se confondront avec les surfaces a de centre 
A et de rayon égal. 

Donc un quelconque des éléments du plan tz' qui est le plan ir 
retourné, sera une circonférence -j-' intersection de deux surfaces 
identiques a' et j3', qui se confondra avec la circonférence y intersec- 
tion des surfaces « et g de rayon égal a celui des surfaces a' et g' 
considérées. 

Théorème. — Toute droilc qui a deux points dans un plan est 
située tout entière dans ce plan. 

Soient M et N deux points du plan lieu des points équidistants de 
A et de B, On a 

MA^MB, NA:^iNB. 
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S points A et B appartiennent donc à la circonférence intersec- 
tion des surfaces sphériques ayant l'une 
le centre M et le rayon MA, l'autre !e 
centre N et le rayon NA. Or un point 
quelconque de la droite MN est équi- 
distant de tous les points de cette cir- 
conférence (propriété de l'axe), en par- 
ticulier des points A et B. Donc «n 
point quelconque de cette droite appar- 
tient au plan. 

Théorème. — - Deux plans qui ont en commun trois points non 

^n ligue droite se confondent dans toute leur étendue. 
Soient deux plans n et ^' ayant trois points communs M, N et P. 
Soit Q un point quelconque de tc: je 
mène dans ce plan deux droites QI et 
PF qui se coupent et qui rencontrent 
la droite MN {il est enfantin de démon- 
trer que c'est toujours possible). La 
droit* PF, ayant deux points P et F 
situés dans le plan t: , a tous ses points 
dans ce plan, donc le point S. La droite 
QSI ayant deux points S et I situés 
dans le plan ic', a tous ses points dans 

ce plan, donc le point Q. Donc tout point de r, appartient à w'. 

Réciproquement, tout point de rJ appartient à %. Ces deux plans se 

confondent. 




Remarque, — Si au lieu de trois points communs, on avait trois 
couples de deux points indiscernables, on démontrerait de même que 
les deux plans sont indiscernables dans toute leur étendue. 



r sur Ini-même d'une manière 



Corollaire, — Le plan peut g 
quelconque. 

Théorème. ■— Dco\ plans se coupent suivant une droite. 

En effet : i" soient deux points M et N de l'intersection : la droite 
MN appartient tout entière à chacun des deux plans ; 2° il ne peut 
y avoir, en dehors des points de cette droite d'autres points communs, 
à moins que les plans ne se confondent. Donc la droite .MN est la 
hgne d'intersection des deux plans. 
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Théorème. — Le plan est superposablc à lui-même par rabatie- 

La démonstration résulte sans difficulté de )a définition même du 
rabattement, opération qui consiste à prendre pour axe de révolution 
une droite du plan et à effectuer le mouvement de révolution jusqu'à 
ce qu'un point du plan se retrouve à nouveau dans le plan. 



d) Droites et pi.ans perpjîsdicl'lauies. 

Le plan x, lieu des points de l'espace équidisianta de deux points 
A et B, est dit perpendiculaire à la droite AB au point G, milieu de 
ABj où ce plan coupe la droite AB. 

Théorème. — En un point d'une droite, on peut toujours mener 
un plan perpendiculaire à cette droite, et on n'en peut mener qu'un. 
I. On eu peut mener un : soit G le point de la droite : il suffit de 
prendre de part et d'autre de ce point et sur la droite deux points A 
etB équidistants de C. Le lieu des points de l'espace équidistants de 
A et de B sera perpendiculaire en G à la droite AB. 

IL On n'en peut mener qu'un. En effet : i" sur la surface sphé- 
ri(]UG Y de cenlie G, il existe seulement deux points A et B de la 
droite situés à la distance CB ^=: GA de G et 
pour chaque rayon des surfaces sphériques 
identiques a et ^ de centres A et B et de 
rayon plus grand que BC ■:= CA, il n'existe 
qu'une seule circonférence d'intersection ; 
■1" je dis que pour tout autre couple de pointa 
M et N situés sur la droite AB à une dis- 
tance de G différente de GB=::GA, on ob- 
tient le même plan iï perpendiculaire à AB. 
Soit en effet Q un point quelconque du plan 
% défini par A et B. Il existe sur la droite 
CQ un point et un seul Q, différent de Q 
et tel que CQi =i GQ. Les points Q et Qi appartiennent à la même 
circonférence du plan 7:, de centre C et de rayon GQ. On a donc 

BQ^BQ„ AQ — AQ,. 

Donc la droite AB appartient au plan ^ perpendiculaire en C à la 
droite QQ, . Les points M et N sont situés dans ce plan tp et appar- 
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tiennent à une même circonférence de ce plan ayant le point C pour 
centre, et pour rayon CM;i:;GN. On en conclut QM^i^QN, et par 
suite !e point quelconque Q du plan iî appartient aussi au plan défini 
par lea^Mints M et N. 

Les points constituant un couple (M el N) sont dits syinéln(jiie.t 
par rapport au plan i:. 

Théorème- — Deux plans perpendiculaires à une même droite 
en deux points C et C indiscernables, sont indiscernables dans toute 
leur étendue. 

Soient deux points A et B de la droite donnée symétriques par 
rapport au point G. Les points C et G' étant indiscernables, les sur- 
faces identiques y et y' ayant ces points pour centres sont indiscerna- 
bles dans toute leur étendue. Donc les points A' et B sj métriques 
par rapport à G' et t«ls que G'A' = CA, C'B'==CB sont mdiscei- 
nables des points A et B. Par un raisonnement analogue à celui que 
nous avons employé pour démontrer que si deux droites ont deux 
couples de points indiscernables, elles sont indiscernables dans toute 
leur étendue, on verrait que la circonférence d'intersection de deux 
surfaces identiques a et ^ de centres A et B est indiscernable de la cir- 
conférence d'intersection des deux surfaces identiques «' et ^' de 
centres A' et B'. Les deux plans tï et s' perpendiculaires à la droite 
aux points G et C' indiscernables sont donc indiscernables dans toute 
leur étendue. 

Théorème. — Deux plans perpendiculaires à une même droite en 
des points C et G' discernables sont discernables dans toute leur 
étendue. 

Soient T. lo plan perpendiculaire en C, t.' le plan perpendicukire 
en C. Supposons que les points M^de 7: et M' de 
•;:' soient indiscernables. Dans le mouvement de 
révolution ayant la di'oîte comme axe, le point M 
décrit une circonférence /, située dans le plan k, 
M' et le point M' une circonférence À' située dans 
M le plan ;:'. Ces deux circonférences sont indiscer- 
nables. Les deux plans 1: et 7t' ayant une infi- 
nité de couples de points indiscernables non en 
ligne droite seraient donc indiscernables dans toute leur étendue, et 
par suite le point G' devrait être indiscernable du plan k. Or le point 
G' étant discernable du poinl G, il existe un point G" symétrique de 
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C par rappor t à C . Le plan e perpendiculaire en C peut être considéré 
comme déterminé par ces deux points, et tout autre point du plan ic 
différent du point G appartiendra à une circonférence intersection de 
deux surfaces sphériques identiqxies de centre C et C" et de rayon supé- 
vienr h C'C ^i^ C"C. Tous les points de ces surfaces et par suite tous les 
points du plan sont donc discernables du point C 
Donc ce point C est discernable du plan x- 



Corollaire. — Une droite et une surface sphé- 
riquR no peuvent se couper en plus de deux points. 

Car si elles se coupaient en trois points Â, B et 
C, le plan peqDendiculaire en M milieu de AB, et 
le plan perpendiculaire en N mdieu de BG auraient 
en commun le centre de la surface splicri[|ue. 



Par un point extérieur à une droite, on peut tou- 
I perpendiculaire à cette droite, et on n'en peut 



Théorème, — 
jours mener un plai 
mener qu'un. 

i" On en peut mener un : il suffit en effet d'imaginer une surface 
sphéritjue ayant pour centre le point extérieur à 
la droite et un rayon suffisamment grand pour qu'elle 
coupe la droite AB (ce qui est toujours possible, 
puisque le point et la droite AB sont donnés). 
Soient A et B les deux points d'intersection : le plan 
Tï, lieu des points équidistants de A et de B passe par 
0, et est perpendiculaire à AB. 

2" On n'en peut mener qu'un, car tout autre plan 
discernable de Tt passant par et rencontrant la droite AB — ou bien 
coupe AB en un point discernable du point G où x rencontre AB et 
ne peut être perpendiculaire à cette droite (car on aurait alors deux 
plans perpendiculaires k une même droite en des points discernables 
et qui se coupent) — ou bien passe par un point indiscernable du 
point C et ne peut êtrô non plus perpendiculaire à AB (car on aurait 
deux plans perpendiculaires à une même droite en des points indiscer- 
nables et qui ne seraient pas indiscernables dans toute leur étendue). 



Théorème. — Toute circonférence est une ligne plane. 

Soit la circonféi-ence y intersection de deux surfaces sphérlques 
quelconques o; et ^ de centres A et B. Soit G un point de y et suppo- 
sons CA^GB. La surface spbériquc de centre C et de rayon CA 
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coupera la droite AB en un deuxième point A.' différent de A. Ce 
point appartenant à l'axe AB sera équidistanl de 
Ions les points de la circonférence y et par suite 
cette circonférence appartient an plan lion des 
points oqnidislants de A et de A'. 




Théorème. — Deux circonférences distinctes 
ne peuvent avoir plus de deux points communs. 

Soient deux circonférences : chacune d'elles dé- 
finit un plan. Si ces plans sont distincts, ils se 
coupent suivant une droite sur laquelle se trouveront les points 
communs aux deux circonférences. Or une droite ne peut avoir plus 
de deux points communs avec une surface sphérique. Si les plans des 
deux circonférences sont confondus, elles appartiennent à deux sur- 
faces sphéviques dont les centres sont dans le plan commun. Ces 




surfaces se coupent suivant une circonférence, non située dans ce 
plan, et sur laquelle se trouvent les points communs : or d'après la 
première partie du théorème, une telle circonférence ne peut avoir 
avec l'une ou l'autre des circonférences considérées plus de deux 
points communs. 

Théorème. — Trois points non on ligne droite suffisent à déter- 
miner un plan. 

Soient trois points A, B et C. Imaginons deux surfaces sphériques 
a et p de centres A et B qui se coupent suivantune circonférence X et 
une troisième surface sphérique y de centre C passant par un des 
points M de cette circonférence /,. Elle coupera la surface a suivant 
une circonférence \' qui, étant distincte de À puisque C n'est pas sur 
la droite AB, aura avec X un deuxième point et un seul N en commun. 
Le plan, lieu des points de l'espace équîdistants de M et de N passe 
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s trois poiiils A, B et C. Ce plan est perpendiculaire 



Définition. — On appelle plan perpendiculaire à un plan donné 
m plan perpendiculaire à une droite du plan donné. 

Théorème. — Deux plans perpendiculaires à un même pian se 
coupent suivant une droite perpendiculaire à ce 
pian. 

Soient AB et CD deux droites d'un même 
pian r,. Soit MN la droite d'intersection des 
deux plans ç perpendiculaire à AB et (f' per- 
pendiculaire h, CD. Je puis toujours imaginer 
une surface sphérique de centre C dont le rayon 
soit suffisamment grand pour qu'elle coupe MN 
en deux points M et N. Le plan lieu des points 
équidistants de M et de N est perpendiculaire à 
la droite MN et de plus se confond avec 7:, puis- 
qu'il a en commun avec lui trois points non en ligne droite, à savoir 
le point C et deux points quelconques de la droite AB symétriques 
par rapport au plan tf. 

Théorème. — Tout plan passant par une droite perpendiculaire à 
un plan est perpendiculaire à ce plan. 
Soit le plan ç passant par la droite 
MN perpendiculaire au plan tt : par 
définition le plan it est perpendiculaire 
au plan 9. Le plan ç' perpendiculaire 
en M à la droite AB d'intersection de 
ç et de x, s^a perpendiculaire à ç. Les 
deux plans f' et tî étant tous deux per- 
pendiculaires à If se coupent suivant 
une droite PQ perpendiculaire à o : donc le plan o est perpendicu- 
laire au plan -iï. 

Théorème. — Par un point on peut toujours mener vme droite 
perpendiculaire à un plan, et Ton n'en peut mener qu'une. 

i" Par le point M menons un plan ç perpendiculaire à une droite 
AB du plan donné, et un deuxième plan ç' perpendiculaire à une 
autre droite CD du plan donné. Ces deux plans seront perpendicu- 

Delbgue. 7 
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taires an plan donné, ot par suite leur droite d'intersection qui passe 
par M sera perpendiculaire au plan donné. 

2° On n'en peut mener qu'une. Car si on 
pouvait en mener deux, elles définiraient un 
plan qui couperait lé plan donné suivant une 
droite NN'. 

Le plan perpendiculaire en N à la droite 
NN' et le plan tt étant perpendiculaires tous 
1 MNN' se couperont suivant une droite NP perpen- 
a MNN'. De même le plan perpendiculaire en N' à la 
droite NN' coupe le plan ■;: suivant une droite N'P' perpendiculaire 
au plan MNN'. Or le plan MNN' et le plan ic étant perpendiculaires 
l'un à la droite NP du plan MNP, l'autre à la droite MN du même 




les deux au plar 




plan, sont tous les deux perpendiculaires à ce plan et se coupent par 
suite suivant une droite NN' perpendiculaire à ce plan MNP. De 
même la droite NN' serait perpendiculaire au plan MN'P'. Par le point 
M, on pourrait donc mener deux plans distincts pei-pendiculaires à 
une même droite, ce qui est impossible. 

Si le point M était dans le plan ^, le raisonnement serait le même 
et la conclusion identique. 



c) Droites parau-èies. 

Définition, — On appelle droUes parallèles >\cux droites perpen- 
diculaires à un même plan. 

Théorème. — Deux droites parallèles définissent un plan. 
Soient AB ot CD deux droites parallèles, perpendiculaires à un 
même pian t:. Le plan ABC et un plan quelconque mené par CD 
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ntaiil Lous bs deux perpendiculaires au plan % se coupenl suivant une 
droite passant par G et perpendiculaire au 
plan T?. Or, en C, on ne peut élever qu'une 
droite perpendiculaire au plan ir. Donc CD 
so confond avec l'intersection des deux 
plans, c'csl-à-dire qu'elle est tout entière 
dans le plan ABC. 



Théorème. — ■ Étant données deux 
droites parallèles, tout plan perpendiculaire à l'une est perpendicu- 
laire à l'autre. 

Soient deux droites parallèles AB et A'B' perpendiculaires en A et 
A' à un même plan i:- Supposons qu'un point M indiscernable du 
plan Tc devienne mobile et se déplace d'une manière continue dans 
l'une des deux portions d'espace séparées par le plan 7:, et considé- 
rons la série des couples de plans, menés par chacune des positions 
de ce point perpendiculairement aux droites 
AB et A'B' . Je dis que les plans d'un même 
couple, qui sont indiscernables pour une 
position de M indiscernable du plan x, ne 
peuvent cesser d'être indiscernables. En 
effet, si les plans ç perpendiculaire à AB et 

/ ç' perpendiculaire à A'B', après avoir été 

jusque-là indiscernables, devenaient discer- 
nables à partir d'une certaine position Mp du point mobile, l'un 
des deux, ^p par exemple, aurait des points discernables de ^^ et 
situés dans la portion d'espace parcourue par le plan œ perpendicu- 
laire à AB avant qu'il devînt Çp. L'un de ces points appartiendrait donc 
à un plan ç„ intermédiaire entre n et ipp et discernable de œ^ (puis- 
qu'il a des points discernables de ce plan if^). Or puisque pour toutes 
ces positions intermédiaires, les plans <f„ et fi d'un même couple sont 
indiscernables, il en résulterait que les plans ^'„ etçp (qui a des points 
communs avec if„) auraient des points indiscernables. Mais o„ et Çp 
étant discernahles, le point M^ de Çpest discernable de ç„ et par suite 
de fi- On aurait donc un plan 9^ perpendiculaire à la même droite 
A'B' que le plan ç', et qui, passant par un point Mp discernable du 
plaii <fi, ne serait pas discernable de ce plan tpi dans toute son éten- 
due, ce qui est impossible. — Donc les plans de tous les couples cor- 
respondant à chacune des positions de M sont indiscernables. 

Comme on peut effectuer le mouvement du point M jusqu'à ce 
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qu'il se trouve dans un plan quelconque donné perpendiculaire à AB, 

on voit que ce plan quelconque est aussi perpendiculaire à Â'B'. 



1 poinL, on ne poul mener cju une pars 



Théorème. — Par 

à une droite donnée. 

En effet, soit AB une droite perpendiculaire à un plan tï. Par un 
point donné A, on ne peut mener qu'une droite perpendiculaire à ce 
plan. Or celte droite A'B' sera perpendiculaire à tous les plans per- 
pendiculaires à la droite AB. Donc toutes les perpendiculaires qu'on 
pourra mener par le point A' aux différents plans perpendiculaires h 
AB, c'est-à-dire toutes les parallèles menées par ce point à la droite 
AB se confondront avec la droite A'B'. 



Définition. — On appelle plans parallèles deux plans perpendl- 
:ulaires à une même droite. 



Théorème. — Deux plans parallèles sont partout équîdistants. 
Cela veut dire que la distance des deux points où ils sont percés 
par une perpendiculaire commune est 
constante. 

En effet, soient deux plans paral- 
lèles, TT perpendiculaire en A, t:' per- 
pendiculaire en A' à la même droite 
Ai'. Soient B et B' les points où une 
parallèle à AA' coupe les deux plans. 
En prenant pour axe de révolution la 
perpendiculaire CC élevée au milieu 
r; et tu' glissent sur eux-mêmes, et quand A 
;onfondra avec BB' et A' avec B'. 




C de AB, les deux pi; 
sera venu en B, AA' 



Théorème. — Dei 



droites parallèles sont partout équidistantes. 
Cela veut dire que la distance des 
points A et B où ces droites percent un 
même plan perpendiculaire à chacune 
d'elles est constante. Soient, en effet, 
A et B, A' et B' deux couples de ces 
points: On a 
— AA' := HB'. 



Le plan perpendiculaire à AM en C, milieu de AA', sera perpcndî- 
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culaîre à BB' au point C, milieu de BB'. Rabattons ce plan autour 
de la droite CC : il aura été retonnié : par suite jV vient en iV, B en 
B', A' en A cl B' en B. 

Donc AB ^ iVB'. 

Corollaire. — ■ Deux droites parallèles ne peuvent so conpcr, si 
loin qu'on les prolonge ('). 

Les théorèmes qui précèdent comprennent tout l'exposé des prin- 
cipes de la géométrie. Ils sont la conséquence des cinq axiomes qui 
définissent les propriétés de l'espace : divisibilité, continuité, infinité, 
homogénéité, isotropie. La série des déductions qui constituent 
la géométrie n'offre plus dès lors de difficultés. 

Nous allons ajouter toutefois quelques considérations sur l'applica- 
tion des résultats de l'algèbre h la géométrie. 



f) AprLTCATio:^ jiEs iiÉsur.T.MS df l'ai.gkbre a i.a géoiiétbie. 

Les variables dont nous avons étudié les propriétés en algèbre 
étaient du type linéaire, c'est-à-dire qu'entre les positions des éléments 
de ces variables il n'existait qu'une seule espèce de différence, de 
sorte qu'un élément de celte variable étant donné, il n'existait qu'un 
élément de la même variable présentant dans un sens donné une 
différence de position également donnée par rapport au premier élé- 
ment. 

Or l'axiome d'isotropie que nous avons énoncé au commencement 
de la géométrie exprime précisémenl que la distance, c'est-à-dire la 
différence existant entre les positions de deux points, considérées l'une 
par rapport à l'autre abstraction faite des rapports qu'elles peuvent 
présenter avec celles des autres points de l'espace, ne suffit pas 
à déterminer l'un de ces points par rapport à l'autre, car il y en a 
une infinité situés à même distance de l'un d'eux : nous avons exprimé 
la différence extrinsèque qui différencie cette infinité de points en 
disant qu'ils étaient dans autant de directions différentes par rapport 
au centre. 



(') Ainsi la proprïétcj que l'on considère on ginérai commo la proprîctij fonda- 
mentale et CBractéiistiqae des droites parallèles, n'est qu'une propriété tout h. fuit 
Bcoondairs et dérivée. 
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Nous devons donc rechercher d'abord les Heux de points consti- 
tuant des variables entre les points desquelles n'existe qu'une seule 
espèce de différence. Cette difFérence résultera des positions de deux 
points quelconques de celte variable, considérées l'une par rapport à 
l'autre, abstraction faite de la position du système de ces points dans 
l'espace, c'est-à-dire que ce sera une différence intrinsèque. 

Or la distance est précisément un rapport intrinsèque, qui différencie 
les positions de deux points l'une par rapport à l'autre, quelles que 
puissent être d'autre part les différences existant entre les positions de 
ces points et celles des autres points de l'espace. Noua allons chercher 
d'abord les variables linéaires constituées par cette unique différence. 

Or si nous considérons deux points A et B, la variable hnéaire à 
laquelle appartiennent ces deux points, et dont les points ne différeront 
que par la différence intrinsèque ou distance qu'ils déterminent avec 
l'un des points donnés A est déterminée : car tout autre point de cette 
variable linéaire qui ne différera du deuxième point donné B que par sa 
dislance différente au premier point donné A, sera unique et par suite 
déterminé. Or la ligne qui est déterminée par deux de ses points, ou 
encore, leile que par deux de ses points il n'en passe qu'une, c'est la 
ligne droite. Les points de la ligne droite ne diffèrent donc que par 
leur distance réciproque. 

Le rapport extrinsèque i-ésultant de la position dans l'espace du sys- 
tème formé par deux points quelconques de la droite, ou en d'autres 
termes sa direction, ne varie pas. 

On peut s'en rendre compte encore par l'analyse de ce concept de 
direction. La direction résulte de la position d'un système de deux 
points dans l'espace. Or par rapport à ces deux points, les points 
de l'espace se répartissent en classes qui sont des circonférences dont 
tous les points sont équidîstants de chacun des points donnés. Si l'un 
des points se déplace sur la surface sphérique ayant l'autre pour 
centre, c'est-à-dire si la direction qn'il détermine avec ce point varie, 
la répartition des points de l'espace en classes variera également. Cette 
répartition dépend, résulta donc uniquement de la direction des deux 
points donnés : elle caractérise cette direction, elle la fait cette direc- 
tion-là et non une autre. Or si nous considérons la ligne droite pas- 
sant par les deux points donnés, deux autres points quelconques de 
cette droite déterminent la même répartition des points de l'espace en 
circonférences ; la direction de ces deux points ne diffère donc de celle 
des deux premiers que par l'individualité distincte des couples de 
points qui les déterminent ; elles sont identiques. 
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D'où cette définition de la droite ; c'est le lieu des points tels que 
deux quelconques d'entre eux définissent une direction constante. 

La ligne droite est donc une variable entre les éléments de laquelle 
il n'existe qu'une seule e'îpëi e de différence intrinsèque qui est leur 
distance. Elle est continue, linéaire et homogène : c'est donc une 
variable algébrique. 

Deux points A et B de cette variable définissent par leur différence 
de position une grandeur algébrique qui n'est autre que leur dis- 
tance même. Tout point C intermédiaire entre A et B définira deux 
distances AC et BG qui seront des parties de la distance AB, et la 
distance totale AB sera la somme des distances partielles AC et CB. 

dist. AB=dist.AC + dist, GB. 

Ainsi la ligne droite servira à comparer les distances entre elles, ou 
en d'autres termes à les mesurer. 

Remarques sur les droites parallèles. — La direction cons- 
tante déterminée par doux points quelconques d'une droite, et la po- 
sition de cette droite autour de l'un de ses points ou encore son 
orientation, ne sont au fond qu'une seule et même chose. 

De cette orientation résulte une répartition des points de l'espace 
en plans perpendiculaires à cette droite. Si nous considérons une 
droite parallèle à la première, la répartition des points de l'espace 
en plans perpendiculaires à cette deuxième droite se confond avec 
celle déterminée par lapremière. L'orientation de cette deuxième droite 
ne diffère donc de celle de la première que par l'individualité distincte 
de la droite à laquelle elle s'applique : ces deux orientations sont donc 
identiques. 

D'où cette définition des droites parallèles : ce sont deux droites 
d'orientation identique, ou encore deux droites telles que les direc- 
tions constantes déterminées par leurs points ne diffèrent que par l'in- 
dividualilé distincte des couples de points qui les déterminent. 

Évaluation des directions. — Une surface sphérique est un 
lieu dont tous les points diffèrent par leur direction par rapport au 
centre. Or cette différence de direction résulte des différences de posi- 
tion des points de la surface par rapport aux points autres que le cen- 
tre. Rien n'indique a priori si de cette différence résulte une variable 
linéaire, c'est-à-dire une variable telle qu'il n'y ait qu'un point de 
cette variable qui, par rapport àun point donné de cette variable, pré- 
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sente une différence donnée de position. — Or si nous donnons deux 
points A et B d'une surface sphéricjue, on peut imaginer un mouve- 
vement de révolution autour de la droite OA et le point B décrira sur 
la surface une circonférence dont tous les points présentent sur la sur- 
face la même différence intrinsèque de position que A et B. Mais tous 
ces points diffèrent entre eux d'une manière extrinsèque par la posi- 
tion autour de la droite joignant le centre au point A, du plan 
qu'ils déterminent avec cette droite. 

, Tous les points de la surface situés dans un de ces plans détermi- 
nent une circonférence. La circonférence est une variable divisible, 
continue, homogène. On peut donc lui appliquer les résultats algé- 
briques résultant des trois axiomes de divisibilité, continuité et homo- 
généité. — D'autre part soit B un point de la variable différent de 
A. Si l'on rabat le plan de la circonférence autour de la droite OA, 
le point B vient en un point B'. Or le point A est intermédiaire sur 
la variable entre des points qui l'encadrent, de sorte qu'un point mo- 
bile sur la variable peut en partant de A prendre deux séries de posi- 
tions différentes. On caractérise ces deux séries de positions distinctes 
en disant qu'en prenant l'une des séries le point se déplace dans le 
sens positif, et qu'en prenant l'autre série il se déplace dans le sens 
négatif. Par le rabattement autour de OA, l'ensemble des positions 
prises par le point mobile pour venir en B, ensemble qui caractérise 
la différence de position sur la variable de B par rapport à A, devient 
l'ensemble des positions prises par le point mobile pour venir en B', 
c'est-à-dire la différence de position de B' par rapport à A. Ces deux 
ensembles se différencient donc uniquement par le sens dans lequel 
se déplace le point mobile pour les parcourir. On dira que les diffé- 
rences AB et AB' égales en valeur absolue se distinguent par leur 
signe. Il n'existe donc sur la variable circonférence qu'un point pré- 
sentant par rapport à un point de la variable une différence donnée 
de position en grandeur et en signe. La circonférence est donc une 
variable linéaire. Enfin elle est infmie, car il existe toujours pour un 
point se déplaçant dans un certain sens une position au delà de sa 
position actuelle. La circonférence est donc une variable algébrique. 
La différence de position de deux points sur cette variable ex- 
prime la différence intrinsèque existant entre deux directions don- 
nées OA, OB. On appelle aiif/le cette différence intrinsèque de deux 
directions. 

Le plan déterminé par les deux directions caractérise la position 
de l'ensemble des deux directions dans l'espace. Cette position clic- 
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même est caractcriaée par la position dans l'espace de la perpendicu- 
laire à ce pian menée par le centre 0. Or toules ces perpendiculaires 
sont dans le même plan tî pei-pcndiculaire en à la droite définie 
par le centre et le point Â à la direction duquel on rapporte toutes 
les autres. Donc la position du plan des deux directions est déter- 
minée par la différence intiinsèque de direction ou l'angle qrie fait 
sa perpendiculaire avec une droite donnée dans le plan % et passant 
parle centre. 

Donc la différence de direction des points d'une surface sphérique 
se résout en deux difTérences élémentaires et intrinsèques, différences 
de même espèce, qu'on appelle angles. 

Conclusion. — La ligne droite et la circonférence sont les deux 
variables algébriques fondamentales de la géométrie. A l'une comme 
à l'autre sont applicables les théorèmes fondamentaux de l'algèbre. 

Mais elles ne sont pas de même espèce : l'une appartient au type 
ouvert ou rectiligne, l'autre au type fermé ou circulaire. Sur l'une 
comme sur l'autre, un point mobile peut, à partir d'un point quel- 
conque A, prendre deux séries de positions différentes, et dans les 
deux séries les positions se correspondent chacune à chacune de ma- 
nière à être égales en valeur absolue et de signes contraires. Le point 
mobile se déplaçant dans un certains sens passe par des positions qui 
diffèrent de plus en plus de la position de A, et la différence de posi- 
tion de chaque point par rapport à A sépare les autres différences en 
deux classes comprenant Tune les différences plus petites, l'autre les 
différences plus grandes que la différence du point considéré par rap- 
port à A. C'est ce qu'on exprime en disant que les points se présen- 
tent dans un certain ordre. Mais tandis que sur la ligne droite un 
point se déplaçant toujours dans le même sens ne passe jamais par 
des positions déjà occupées et que les positions occupées dans un dépla- 
cement de sens donné sont toutes différentes des positions occupées 
dans le déplacement de sens contraire, sur la circonférence au con- 
traire, après un déplacement effectué toujours dans le même sens, le 
point mobile revient à son point de départ, et par suite les positions 
occupées dans un déplacement de sens donné sont les mêmes que 
celles occupées dans le déplacement de sens contraire, mais elles ne 
le sont pas dans le même ordre. II en résulte que sur la droite donner 
une des positions d'un point mobile par rapport à un point c'est dé- 
finir le sens du déplacement ; sur la circonférence au contraire il 
faut, pour déterminer le sens du déplacement, indiquer en plus de la 
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position aclucllc du point mobile une de ses positions inlermédiaires 
et donner comme telle cette position intermédiaire, c'est-à-dire donner 
l'ordre de succession de deus positions distinctes à partir d'une posi- 
tion donnée. 

De l'existence de ces deux types de variables linéaires, type recti- 
ligne et type circulaire, résultent des différences très importantes dans 
les propriétés des fonctions de ces variables. 

Figures symétriques par rapport à un plan. — En étu- 
diant au commencement de la géométrie les ligures formées de trois 
points, nous avons envisagé les deux ordres suivant lesquels on pou- 
vait considérer les différences constituant ces deux figures, et nous 
avons déduit cette notion de l'ordre des concepts très simples qu'on 
possédait alors. Des considérations que nous avons développées sur 
la circonférence, variable du type circulaire, résulte une relation entre 
le sens du déplacement et l'ordre dans lequel se présentent les points 
de la circonférence : pour un déplacement de sens donné, les points 
se présentent dans un certain ordre, et pour le déplacement de sens 
contraire, ils se présentent dans un ordre différent. Si l'on considère 
deux figures formées de trois points, telles que les différences intrin- 
sèques de position des points de l'une soient égales à celles des points 
de l'autre, ou pourra toujours amener les deux circonférences sur les- 
quelles se trouvent ces deux figures à se confondre, de manière que le 
sens positif de l'une se confonde avec le sens positif de l'autre; les 
trois points se présenteront dans le même ordre dans les deux figures 
et elles pourront être amenées à la coïncidence. Mais il n'en est pas 
de même si à la précédente figure formée de trois points nous adjoi- 
gnons un ou plusieurs points non situés dans le plan des trois pre- 
miers. Il peut se faire que pour deux figures composées du même 
nombre de points présentant les mêmes différences intrinsèques de 
position, l'ordre qui définit pour l'une le sens positif définisse pour 
l'autre le sens négatif, et ces deux figures, bien que composées d'un 
même ensemble de différences intrinsèques ne sont pas identiques 
parce qu'elles diffèrent par l'ordre dans lequel sont placées ces diffé- 
rences quand on se déplace dans chacune dans un sens déterminé. 
C'est ce que montre l'étude des figures symétriques par rapport à un 
plan. 

Théorème. — La position de trois points d'une figure invariable 
fixe la position de celte figure dans l'espace. 
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En effet ces trois points étant donnés dans l'espace, toul autre point 
de la figure est à des distances données de ces trois points et ne peut 
être que sur les surfaces sphériques ayant chacun de ces points pour 
centre et pour rayon respectif la distance du point considéré à chacun 
des trois points donnés. Or ces surfaces se coupent deux h deux 
suivant des circonférences qui ne peuvent avoir plus de deux points 
communs. Si le point considéré est dans le plan des trois points, 
eOes n'auront qu'un point commun ; dans le cas général, elles en 
auront deux. Donc la position de tout point de la figure invariable 
considérée est déterminée. 

Mais je dis de plus que ce point ne peut pas être indifféremment 
l'un ou l'autre des deux points déterminés. li faut bien considérer en 
effet que ce qui différencie la position des points sur la surface sphé- 
rique, ce sont leurs distances au\ pomli de 1 espace autres que le cen- 
tre. Dans le lis général ou un point donne D n'est pas sur l'axe 
d'une circonfei once, les distances de ce point D aux divers points de 
la circonférente sont égiles deux <i deux, et deux distances égales se 
différencient pai le sens dans lequel 'sont portés les points de la cir- 
conférence cairespondant** à ces deu\ di^tinces à partir d'un des 
points où le phn pissant pii 1 axe de la tirconférence et le point 
donné coupe k eu confèrent e 

Donc le sens positif ou négatif intervient pour caractériser la dif- 
férence de position d'un point quelconque de la circonférence par rap- 
port au'point donné : c'est ce qu'on exprime en disant qu'un des sens 
est positif par rapport au point donné, et l'autre négatif par rapport à 
ce même point. De la variation continue des distances des points de 
la circonférence au point donné, 
résulte un ordre de succession des 
points de la circonférence, ordre qui 
change suivant que l'on se déplace 
dans le sens positif ou dans le sens 
négatif par rapport au point donné. 
Considérons maintenant les deux 
points D et D' situés aux mêmes 
distances a' de A, p' de B et y' de 
C, et supposons fixé sur la circon- 
férence ABC le sens positif par rap- 
port à D. Si nous jabatlons le pian déterminé par l'axe de la circon- 
férence et les points D et D', autour de la droite d'intersection avec 
le plan de la circonférence, et si l'on suppose la circonférence entraînée 
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dans le mouvement, la succession d'éléments positive par rapport à D 
deviendra par rabattement la succession d'éléments positive par rap- 
port à D', et elle se confondra avec la succession d'éléments négative 
par rapport à D. 

Donc si l'on considère les deux figures ABGD et ABGD', bien 
que constituées des mêmes différences entre positions de points, elles 
ne sont pas identiques, car elles diffèrent, en plus de leur individua- 
lité distincte, par l'ordre dans lequel se présentent ces différences 
quand on suit dans chacune d'elles le sens positif (ou négalll). 



L'ordre sera ! ", ' pour la figure ABCD. 
Il sera \ ', "i", ^, pour la figure ABGD'. 



Remarque, — Il n'y a cvidcmmout d'ordre distinct qu'autant 
qu'on n'a pas deux points de la circonférence, caractériçés par le 
même ensemble de différences, c'esl-à-dire qu'autant qu'on n'a pas à 
la fois 



Calcul des diverses sortes d'étendues. — I. Étendue à une 
dimension. — La ligne droite est la ligne engendrée par an point 
dont le mouvement a une direction constanLe ; la ligne droite est une 
variable algébrique susceptible d'être mesurée. 

Une ligne courbe est une ligne engendrée par un point dont le 
mouvement cbange de direclion d'une manière continue. Soit A la 
position initiale d'un point. Ce point se mettant en mouvement, soit 
B la position immédiatement consécutive. Les points A et B détermi- 
nent une direction A-*'B. Si C est le point suivant, et si la direc- 
tion B ->- G diffère infiniment peu de la distance A ^- B, la trajectoire 
est dite courbe. 

Chaque partie de la ligne courbe est caractérisée d'une part par la 
loi suivant laquelle s'est effectuée la variation continue de direction 
dans le mouvement du point générateur, d'autre part par la somme 
des étendues infinitésimales des points qui la composent. De là 
résultent deux caractérisliques de la ligne courbe : sa forme et son 
étendue ou sa lonr/aeur. 

Deux points juxtaposes d'une ligne courbe définissent une portion 
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inûnitésimale de ligne droite. D'où il résulte que la recherche delà 
longueur d'une ligne courbe revient à celle de la limite de la somme 
des côtés d'une ligne polygonale ayant ses sommets sur la ligne 
courbe, lorsque le nombre de ces sommets augmente à l'infini, La 
longueur d'une ligne se désigne par le symbole fds. 

Deux lignes de formes différentes peuvent avoir pour mesure de 
leur étendue des nombres égaux : on dit que ces deux lignes ont des 
longaews équivalentes. De même deux lignes de longueur difféi-ente 
peuvent avoir même forme : on les dit semblables. 

II. Étendues à deux dimensions. — La surface est l'ensemble des 
positions d'une ligne mobUe : elle est constituée par une juxtaposi- 
tion de lignes. 

Chaque partie d'une surface est, caractérisée : 

a) Au point de vue de sa forme : i" par la forme de la ligne géné- 
ratrice ; 2" par la forme des lignes engendrées par chaque point de la 
génératrice ; 

i) Au point de vue de son étendue ou de son aire: i" par la lon- 
gueur de la ligne génératrice; 2° par la longueur des lignes engen- 
drées par chacun des points de la génératrice. L'aire d'une surface a 
deux dimensions : la longueur et la largeur. 

De même que pour les lignes, il existera des surfaces semblables et 
des surfaces d'aires équivalentes. 

Un élément quelconque ds de la génératrice engendrera une ligne : 
soit ds' l'élément de la ligne engendrée. Cet élément sera répété autant 
de fois qu'il y a d'éléments dans la génératrice, soit /ds. Pour avoir 
l'expression de l'aire il faudra répéter l'expression (/rfs) ds' autant de 
fois qu'il y a d'éléments dans la ligne engendrée soit /ds' et par suite 
l'aire sera /ds /ds' . 

III. Étendues à trois dimensions. — Elles résultent du mouvement 
d'une surface : on appelle corps géométrique une juxtaposition de 
surfaces. 

Une partie d'un corps géométrique dépend : 

a) Au point de vue de sa forme : i" de la l'orme de la surface géné- 
ratrice ; 2° de la forme des lignes engendrées par chaque point de la 
surface génératrice ; 

b) Au point de vue de son étendue ou de son volume : i" de l'aire 
de la surface génératrice ; 2" de la longueur des lignes engendrées 
par chaque élément de la génératrice. 

Il existe des corps semblables et des corps de volumes équiva- 
lents. 
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L'étendue étant toujours la somme des étendues infinitésimales de 
es cicme.nls, rexjiression du voiume sera 



( ds j ds' j as" . 



Remarque. — L'introduction des symboles fds à l'origine de la 
géométiii clémenUiic nt- doit pas effrayer les esprits. Car dans les 
cas iort simple*; qu'on a d'abord à envisager, il est inutile de faire 
appel aux résultats du calcul intégral. Par contre, elle a l'avantage 
d'habituer l'mtelligence à la notion véritable de l'étendue, somme des 
éléments mfiniteiimauv qui la composent. 

Nous allons donnei quelques exemples de la manière dont on peut 
applique! les formules 

Calcul de l'aire d'un triangle. — Soit h la hauteur abaissée 
^ sur la base b. 

L'aire peut âtre considérée comme engendrée par 
une ligne perpendiculaire à la hauteur, et ayant une 
longueur qui varie d'une manière continue. La lou- 
rde la ligne correspondant au point M tsl /ds'. 




Or on a 



Je 



Eu groupant deux à deux les lignes symétriques par rapport au 
point milieu de la hauteur AH , et en appelant / ds" la longueur 
de la ligne qui est symétrique de celle qui a pour longueur / ds', on aura 

/..+/...=('■ +ôm)A+(A-ôm)^_=.. 

Pour avoir l'aire du triangle, il faudra répéter b autant de fois qu'il 

Y a d'éléments dans la moitié de la hauteur, c'est-à-dire — . Par suite 
■' a 

l'aire 

I ds j ds' =^ — ■ 

Calcul de Faire d'un cercle, — La ligne génératrice est le 
rayon. Le point M étant le milieu du rayon, un point K engendrera 
une circonférence dont la longueur sera j ds' ^^9^.1 — — nds si K 
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est entre M et 0, 



Cl/< 



A": 




a somme, de r 
!spondantes à 
rapport à M, 



K est entre M et A. 



En faisant la somme, de manière à associer les 
lignes correspondantes à des points K symé- 
Iritjues par rapport à M, on aura 



et il l'audra répéter cette expression asll autant 
de fois qu'il y a d'éléments dans !a moitié du 

lyon, c'est-à-dire Par suite l'expression de l'aire sera 



fdsjch'-. 



: 7;1V. 



Calcul de l'aire de la surface sphérique. — La surface 
spbérique peut être considérée comme eng'endroe par la révolution de 
la circonférence OAMA' autour de l'axe AA'. Un élément d/ engen- 
drera une circonférence de centre P et de lon- 
gueur 37;''. Un élément de Taire de la surface 
sera donc 

aTirx ds'. 

Or en appliquant le raisonnement ordinaire 
des traités de géométrie, on a 
rds' :^ \idh, 




dh étant la projection de l'élément ds' s, 
Et par suite l'aire sera 



e diamètre AA'. 



2r,B. Ç'^d 



Volume d'une pyramide triangulaire. — On montre facile- 
ment que les aires abc et ABC sont dans le rapport des carrés des 
hauteurs correspondantes : 

abc __ h^ 

Or le volume aura pour élément, en appelant ds" l'élément engen- 



y Google 



Ua l'RlNCIPES DES SCIKNGES MATHEMATIQUES 

dré par un point de la surface abc^ élémcnl; qui est le même pour 



tous les points de cette surface, 



=r«f*'- 



Or en groupant deux à deux les surfuccs symétriques par rapport 
u milieu de la hauteur OTI, on aura 



nds" variant de o à 




En recommençant sur le deuxième terme de cette relation le rai- 
sonnement précédent, c'est-à-dire en considérant des pointa symétri- 
ques par rapport à—-, puis sur le nouveau résultat obtenu, et ainsi 

4 
de suite, on obtient pour V la formule 

^=™[(:)-(v)*-(f)'--] 

\' = m-i —^ = " ^' ■ 
'^ 4 
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TROISIEME PARTIE 

fiTUDE CUITIQUE DES PRINCIPES 



Dans la deuxième parLie, après un rapide exposé des principes lo- 
giques qui doivent servir de fondement aux raisonnements mathéma- 
tiques, nous avons essayé d'établir les sciences arithmétique, algébrique 
et géométrique sur le minimum de données intuitives et d'axiomes 
indépendants. 

Il y a en somme une grande unité dans l'ensemble des axiomes 
que nous avons admis. Trois axiomes sont communs à toutes ces 
sciences : ce sont ceux de divisibilité, d'homogénéité et d'infinité. 
L'arithmétique est la conséquence de ces trois premiers axiomes. — 
L'algèbre et la géométrie résultent d'un quatiième caractère qui leur 
est commun, la continuiEé, exprimant que les objets qu'elles étudient 
ont des parties indiscernables les unes des autres, et elles se diffé- 
rencient par leur cinquième axiome, celui de linéarité pour l'une, 
celui d'isotropie pour l'autre. — Les résultats de l'arithmétique s'ap- 
pliquent à l'algèbre, et ceux de l'algèbre à la géométrie, parce que 
l'étendue isotrope peut être résolue en variables linéaires. — Toutes 
les propriétés exprimées dans les axiomes résultent de notre faculté 
de difl'érenciation, c'est-à-dire de notre pouvoir de distinguer dans 
nos perceptions des différences successives que nous enregistrons sous 
divers vocables. 

De tout temps on a reconnu à l'espace et au temps les propriétés 
fondamentales que nous avons énoncées dans les axiomes. Mais on a 
soutenu que ces données ne suffisaient pas pour constituer l'algèbre 
et la géométrie euclidienne, et qu'on en pouvait également déduire 
d'autres géomélries dites non euclidiennes. On a prétendu que Téla- 
Delëguë. s 
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blissement de la géométrie euclidienne reposait sur un grand nombre 
d'axiomes particulière, postulats ou hypothèses commodes, dont on a 
dressé diverses listes. A notre sens les axiomes précédemment indi- 
(:[ués suffisent, et c'est sans doute parce qu'on n'a pas apporté assez 
de clarté et de précision dans l'énoncé des propriétés fondamentales, 
qu'on n'a pas pu en déduire tout ce qu'elles contenaient en |juis- 
sance. C'est ce que nous allons essayer d'établir. 



1. ^ La continuité. — Le point. 

Parlons d'abord de la continuité. — D'après M. Couturat, il exis- 
terait deux définitions du continu, la définition métrique et la défi- 
nition ordinale, et c'est à M. G. Cantor qu'appartiendrait « le double 
mérite, d'abord, d'avoir donné la première définition logique et pré- 
cise du continu, ensuite, de l'avoir dégagée de toute considération de 
grandeur (') ». Pour moi, il ressort au contraire de l'exposé que fait 
M. Couturat de la théorie de M. G. Cantor : i° que c'est une illu- 
sion de croire qu'il a dégagé le continu de toute considération de 
grandeur ; 2" que les anciens analystes avaient trouvé bien avant lui 
une formule de la continuité aussi précise que la sienne. 

Je ne puis m'empêcher d'abord de déplorer la fâcheuse tendance 
moderne au symbolisme à outrance, même dans les choses les plus 
simples. Il semble qu'il y ait pour le savant un point d'honneur à 
trouver un symbole indéchiffrable ou un vocable baroque oIdscuf 
même pour celui qui l'invente. Égaré dans le nominalisme le plus 
touffu, on en arrive à perdre la vision claire et distincte des choses, et 
on aboutit à des contradictions. Les intuitions de M. Cantor sont 
pénibles à suivre. 

D'après M. Cantor, la définition ordinale du continu repose sur la 
considération des ensembles du type d'ordre yj, m ensembles semblables 
à l'ensemble des nombres rationnels, c'est-à-dire possédant les mêmes 
propriétés ordinales. Ces propriétés sont les suivantes : 

a i" C'est im ensemble dénombrable ; 

« a" 11 n'y a ni premier ni dernier terme ; 

a. 3° 11 est compact, c'est-à-dire qu'entre deux termes quelconques, 
il y en a un autre (-). » 

(') M. CoL-T(JHAT. I..CS principes lies malhéinalkiacs. p. qt. 
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Ces propriétés sont-elles dégagées de toute considération de gran- 
deur ? 

A première vue on pourrait le croire, puisque le mot grandeur 
n'est pas prononcé. Au fond il n'en est rien et ainsi que M. Goulu- 
rat le dit en note : « Comme le remarque M. Russel, ces trois pro- 
piîétés sont relatives à deux manières différentes d'ordonner les nom- 
bres rationnels : les deux dernières les supposent rangés par ordre 
de grandeur tandis que la première les suppose rangés sous forme de 
progression Q. » 

Essayons d'ailleurs de nous faire une idée claire de l'expression ; 
ensemble dénombrab/e. k Elle équivaut à ceci: l'ensemble peut être 
rendu semblable à une progression Q. » — « Une progression est 
une classe u contenue dans le domaine d'une relation biuniforme qui 
possède les propriétés suivantes: i" l'ensemble des conséquents est 
contenu dans l'ensemble des antécédents sans lui être identique ; 
2° si s est une classe quelconque qui contient au moins un des anté- 
cédents qui ne sont pas conséquents et qm contient le conséquent 
de chacun des a qu'elle contient, elle contient tous les «('). » 

Quelle conception nette faut-il retirer de ces définitions ? C'est que 
les termes d'une progression se déduisent les uns des autres à partir 
d'un premier terme de manière à être rangés dans un certain ordre : 
la progression est cpielque cliose d'analogue à la suite des nombres 
cardinaux finis, Ces termes se déduisent les uns des autres en vertu 
de quelque chose de très mystérieux qu'on appelle relation biuni- 
forme : ainsi la suite ordinale des nombres est engendrée par la fonc- 
tion indéfinissable « seq » qui se lit « le suivant de ». Mais il n'est 
vraiment pas raisonnable de croire que la création d'une fonction in- 
définissable poun-a supprimer le rapport intime et profond qui existe 
entre l'ordre et la grandeur, et il semble préférable d'opérer la ré- 
duction de l'un à l'autre, si vraiment elle est possible. Or si des 
termes peuvent se déduire les uns des autres, c'est donc qu'ils ne se 
confondent pas, c'est qu'ils se différencient entre eux, La relation 
n'est que l'expression de la différence de chaque terme par rapport 
au précédent, et ce sont ces différences qui engendrent l'ordre ou la 
progression : l'ordre résulte d'une variation de ce qui caractérise l'in- 
dividualité d'un terme. Or les différences d'individualité d'éléments 



(1) M. CouTURAT, Les principes des malhémallqucs. p. gS, i 
e) W. Ihid., p. 9;i, 

Q) 1,1 Ibid., 11.78. 
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constituent l'essence même de la grandeur. Donc l'idée d'ordre pré- 
suppose nécessairement celle de grandeur et ne s'explique que par 
elle. 

Il semble donc que ce ne soit pas faire un beau compliment à 
M. Cantor que de lui attribuer le mérite d'avoir dégagé le continu 
de toute considération de grandeur. Maintenant la formule de la con- 
tinuité proposée par M. G. Cantor est-elle plus précise que celle des 
anciens analystes ? 

Nous ne parlerons pas de la deuxième propriété du type d'ordre t, : 
c'est au fond l'énoncé de l'axiome d'infinité. La première propriété 
était impliquée par la nature même de l'ensemble que considéraient 
les anciens analystes (l'étendue d'une droite). Quant à la troisième 
propnété, d'être compact, qui est au fond la pi-opriété fondamentale 
et caractéristique, l'énoncé qu'en donne M. Cantor est celui-là 
même que donnaient les anciens analystes pour caractériser le con- 

Pour les anciens analystes, en effet, la continuité l'ésultait de la 
considération d'un segment de droite : étant donnés deux points de 
cette droite, si petit que soit leur intervalle, il y a dans cet intervalle 
des points appartenant à la droite. Sans doute M. Cantor substitue 
à la droite constituée de points un ensemble composé de termes : ce 
sont des vocables peut-être plus vagues et moins précis, mais on ne 
peut vraiment pas de cette substitution conclure à un grand progrès 
pour la science. 

Mais on a fait une objection à la définition des anciens analystes et 
comme conséquence de cette objection M. Cantor a cru devoir ad- 
joindre à l'ensemble compact une deuxième propriété, la perfection, 
qui en ferait un ensemble continu. Or il me semble : i" que l'objection 
faite aux anciens analystes n'est pas justifiée ; 3" que les tentatives 
faites pour améliorer l'ancienne définition sont restées vaines. 

D'abord l'étude de la mesure des grandeurs jouissant de la propriété 
énoncée par les anciens analystes conduit parfaitement aux notions 
de nombres fractionnaires et incommensurables, car rîen n'indique 
dans la définition que tous les points de l'intervalle doivent coitcs- 
pondre à des nombres commensurables. Or on a précisément attaqué 
la définition des anciens analystes en prenant l'exemple de l'ensemble 
des points d'une droite correspondant à une abscisse rationnelle, en- 
semble qui, bien que jouissant de la propriété énoncée, est distinct 
du continu proprement dit. Mais par la considération des abscisses 
rationnelles, on apporte une reslriction gratuite, une détermination 
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non molivée dfi l'individualité des points de l'ensemble ol que la 
définition générale ne suppose pas: et comment la supposerai t-ello, 
puisque ces nombres rationnels et incommensurables en sont la con- 
séquence même? On se sert des notions auxquelles conduit la défini- 
tion pour infirmer cette définition même. C'est un procédé qui ne 
semble pas très rationnel. 

D'autre part les définitions proposées pour remédier à la prétendue 
insuflisance de l'ancienne arrivent- elles à préciser d'une manière plus 
complète le concept de continu ? M. Couturat montre combien ce 
qu'il appelle la définition métrique du continu, définition proposée 
tout d'abord, est insuffisante. Elle essayait d'énoncer une deuxième 
propriété du continu, qu'on appelait Ja per/ec(îo/i de l'ensemble. La 
perfection résultait de la considération des points-limites. Uu points 
limite est un point A (appartenant ou non à l'ensemble) dans le voi- 
sinage duquel, si petit que soit ce voisinage, il y a toujours un point 
de l'ensemble autre que A. L'ensemble dérivé d'un ensemble donné 
est l'ensemble formé par ses points-limites. Un ensemble est dit par- 
fait quand il coïncide avec son dérivé. Au fond cet énoncé n'est que 
la reproduction, sous une forme plus alambiquée et moins claire, de 
l'ancien énoncé des analystes. Il n'en diffère que par l'emploi 
du terme plus vague de voisinage. Or le voisinage ne peut être que la 
possibilité d'existence de points de l'ensemble ayant une certaine 
différence d'individualité ou de position avec le point considéré. Ima- 
gmer un voismage autour d'un point, c'est donc imaginer une gran- 
deur limitée par un second élément distinct du premier A. Dire que 
dans ce loismage si petit qu'il soit, c'est-à-dire entre ces deux élé- 
ments SI pplite que soit leur différence, il y aura toujours un élément 
lutie que A, c est précisément répéter l'ancien énoncé des analystes. 
L existence d un voisinage jouissant de la propriété indiquée ne peut 
pas distinguer certains éléments, qu'on appellerait éléments-limites, 
d'autres qui ne le seraient pas : ils le sont tous également ('). 



(') II Bomblo C£UG la d f 1 ^l "" tcceiit travail sur los Principes des 

MotliématiqiiBB, M. Worm 1 R m il) I ne comme la définition définitivement 
admise, revient encore à c H d n n analystes. « Une graodGur, dit-il, est con- 
linno lorsque pour une qi Icon pj 1 alcura il est impossible de déterminer 

une (piantité ^i soit la plu grand I q antibSs plus petites ou ja plus petilo des 
valeurs plus grandes qu' il C tte lifîn tion n'dnonce-l^clle pas la même pro- 
priiîto que celle prise par 1 a n ai l t a pour caractériser le continu, à savoir, 
qu'étant donnée une valcu q 1 nqi g d la grandeur, si peu différente que soit 
de g une quantité détorminôc q' inférieure (ou supériouro) à q, il osiate des ijuan- 
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La (iéfinilion métrique de la perfeclion d'un ensemble ayant été 
reconnue mauvaise, on a donné une définition ordinale. M. G. Ganlor 
considère dans un ensemble du type d'ordre r, ce qu'il appelle des 
suites fondamentales. Une suite fondamentale est une progression de 
termes (voir plus haut la définition des progressions). I! définit 
ensuite ce tjri'il faut entendre par limite d'une suite fondamentale S : 
H xm terme x de l'ensemble est la limite d'une suite fondamentale as- 
cendante S, si tous les termes de S sont inférieurs (antérieui^s) à œ, et 
si chaque terme supérieur (postérieur) à tous les termes de S est su- 
périeur (postérieur) à x. Un ensemble est parfait si toutes ses suites 
fondamentales ont des limites et si tous ses termes sont des limites de 
suites fondamentales. » Or la définition des termes limites me semble 
contenir une contradiction manifeste. Car de deux choses l'une : — 
ou bien le terme x de l'ensemble appartient à la série S — ou bien 
il n'appartient pas à cette série. S'il appartient à la série S, tous les 
termes de S ne sont pas inférieurs (antérieure) à x puisque x lui- 
même est un de ces termes ; — s'il est extérieur à S, en vertu de la 
pi-emière partie de la définition il sera supérieur (postérieur) à tous 
les termes de S et alors tous les tenues supérieurs (postérieurs) à tous 
les termes de S ne peuvent pas être supérieurs (postérieurs) à x, 
puisque l'un de ces termes est précisément x lui-même. Ainsi la 
définition ordinale de la perfection dun ensemble serait plu-s nnu 
vaise encore que la définition métrique puisqu elle contient inc du 
tradiction intrinsèque. 

En résumé, Je considère que faire ippel à des notion'' lointîines et 
compliquées pour arriver à l'énoncé piecis de 1 ixiome de contmuite 
est une méthode nécessairement défectueuse et qui ne peut pas 
aboutir. Le concept du continu doit être foit 'Simple ai il est a la 
base même de la science : sa définition loit êtie simple également Ce 
qui a contribué à l'embrouiller, c'est son extension illégitime à des 
objets, les nombres, qui en sont seulement la conséquence, et non pas 
à proprement parler le substratum : on a voulu une définition s'ap- 
pliquant à l'ensemble des nombres rationnels et incommensurables. 
On a cherché à créer un continu abstrait et symbohque alors que 
seul le continu réel et concret, c'est-à-dire la continuité propriété de 
rèlic, a un sens. La continuité dans les nombres ne peut être obtenue 



is q" cgalumoQt inférieures (ou supérieures) à y et qui en dilTèreiit moins, c'esL- 
lire plus g;raji(los (ou plus poliles) que q\ ou en d'aulrcs termes intermcdÎBires 
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que par la création arbitraire d'une nouvelle espèce cic nombre, le 
nombre irrationnel, venant s'adjoindre aux nombres rationnels. Or 
quoi qu'on fasse, qu'on le définisse comme M- Dedekind par le phé- 
nomène de la coupure, ou qu'on l'identifie comme M. Russel à un 
segment, il feudra toujours un postulat pour établir l'existence d'un 
tel nombre. Jamais de l'existence seule des nombres rationnels on ne 
pourra déduire l'existence de quelque chose qiù en difl^ère radicale- 
ment ; bien mieux, cette existence ne peut pas être même soupçonnée. 
M. Dedekind a formulé son postulat. M. Russel l'a escamoté: sa 
théorie n'est pas meilleure pour cela. L'être seul ou ses successions 
d'états sont continus. Quantau nombre, ce n'est que le résultat d'une 
comparaison : c'est un symbole. La continuité dans les symboles est 
inséparable de la continuité des objets qu'ils représentent et n'a de 
sens que par elle. Pour la définir, on est fatalement obligé de revenir 
à l'origine même de la conception du nombre, et là où l'on voulait 
apporter une précision plus grande, on ne fait que répéter sous une 
forme plus vague les notions très claires du début. 

Le nombre, en un mot, surgit de l'étude de la continuité : il ne 
peut l'expliquer. Bien plus, nous montrerons que le nombre est abso- 
lument impuissant à nous donner une idée, même très approchée de 
la continuité. 

Le reproche à faire aussi bien c\ l'ancienne définition de la conti- 
nuité qu'à celle du continu à la fois compact et parfait, est d'employer 
un vocable, celui de point (ou de terme) qu'elles ne définissent pas 
ou qu'elles définissent mai. La définition d'un continu résulte en 
quelque sorte de deux opérations qui en sont l'analyse et la synthèse. 

Partant de la donnée d'une grandeur, durée ou étendue, nous 
constatons que cette grandeur, si petite qu'elle soit, est toujours divi- 
sible en parties moindres, et nous arrivons ainsi à concevoir l'existence 
de grandeurs plus petites que toute grandeur donnée. Ces grandeurs 
infiniment petites sont encore à proprement parler divisibles, mais 
on ne peut pas donner ime de leurs parties et c'est ce qu'on exprime 
en disant qu'elles sont adivisibles. L'adi visibilité à laquelle conduit 
l'analyse du concept do grandeur se traduit dans la synthèse parl'in- 
discernabilité des éléments. Car si on exprime par discernabilité de 
deux éléments la possibilité de donner une partie de toute grandeur 
qui contient les deux éléments, les éléments d'une grandeur infini- 
ment petite seront indiscernables puisqu'on ne peut pas donner une 
partie d'une telle grandeur. Et ainsi ou arrive à la définition du coq- 
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tinu : somme ou intégrale de grandeurs adivisibles et indiscernables 

qui sont ses éléments. 

Il n'existe pas de notion plus important* pour la compréhension 
des premiers principes que celles d'instant ou de point, et on n'in- 
siste pas assez en général sur leurs définitions. On dit souvent, le 
point, c'est ce qui n'a pas d'étendue. Quel peut être le sens de cette 
définition? Signifie-t-elle que le point est d'une nature autre que 
l'étendue, et que ces deux notions sont irréductibles l'une à l'autre ? 
Mais alors que serait le point ? On s'abstient de préciser davantage. 
Prise à la lettre la négation qu'on énonce ne définit rien que le néant, 
ce qui n'existe pas ; mais alors un tel néant ne peut intervenir dans la 
dé tenni nation des rapports des êtres coexistants, et je ne comprends 
pas, comme on le suppose pourtant, que ce néant puisse séparer, 
mieux : engendrer, des parties de l'étendue. Au fond l'étendue et le point 
ne diffèrent pas en nature : l'un est simplement l'élément adivisible 
de l'autre qui n'en est que l'indéfinie répétition. 

Avec cette notion d'éléments indiscernables de la grandeur, il est 
facile de montrer combien il est illusoire de rechercher dans l'échelle 
des nombres rationnels et irrationnels une image adéquate de la 
continuité. Soit par exemple une grandeur limitée par deux éléments 
A et B et dont la mesure soit un nombre commensurable. Si nous 
imaginons la série de grandeurs obtenues par l'adjonction à la gran- 
deur AB d'éléments consécutifs et indiscernables, il est facile de se 
rendre compte que pour avoir une nouvelle grandeur exprimée par 
un nombre commensurable, si peu différent qu'il soit de celui qui 
exprime la grandeur AB, il faut nécessairement supposer une pluralité 
infinie d'éléments indiscernables consécutifs à l'élément B. Et ainsi 
on aura une infinité de grandeurs incommensurables dont la mesure 
sera définie par la même série de nombres commensu râbles, tous 
supérieurs à la mesure de AB et s'en rapprochant indéfiniment ; par 
exemple il y aura une infinité de grandeurs indiscernables de l'unité 

et qui seront exprimées par le même symbole ■ Aussi peut-on 

dire que la série des nombres est vraiment l'image de la discontinuité. 
Des considérations précédentes résulte également qu'il y a une in- 
finité de grandeui-s infiniment petites et qu'il existe des infiniment 
petits qui sont infiniment grands par rapport à certains infiniment 
petits . 
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II. — Figures identiques. — L'expérience. 

Examinons maintenant le rôle du continu ainsi défmi dans l'éta- 
blissement des théorèmes, notamment des théorèmes géométriques, 
et tâchons de saisir pourquoi n'ont pas abouti les efforts de ceux qui 
ont prétendu n'invoquer dans leurs démonstrations que les axiomes 
que nous avons admis. Car il est indéniable que dans l'histoire de la 
science, depuis les temps si reculés où Eiiclide posait les principes de 
la géométrie, se manifeste un perpétuel et douloureux effort à ratta- 
cher à des vérités plus générales les propriétés de la droite et du 
plan. Il y a comme une voix sourde qui répète que cela doit pouvoir 
se faire, en même temps qu'un grand cri d'impuissance et de regret 
à y échouer sans cesse. 

La raison de cette impuissance réside d'abord dans une intuition 
insuffisamment nette et précise de l'espace, et dans la distinction 
plus ou moins consciente qu'on établit entre la nature du point et 
celle de l'étendue. On fait jouer un rôle à ce qui est d'une essence 
inconnue et non déterminée. 

Quelle est l'origine de la conception ordinaire de l'espace? Une 
généralisation consécutive à une analyse imparfaite du concept que 
nous nous faisons des corps de la nature. 

Les corps nous apparaissent comme constitués d'éléments indivi- 
duels, les molécules, d'où nous tirons le concept de point. Or ces 
points ne produisent pas à eux seuls l'étendue du corps : car il existe 
entre eux des intervalles qui les séparent, c'est-à-dire une possibilité 
d'être qui n'est pas comblée par eux (ainsi les molécules d'un corps 
en dissolution dans un liquide occuperont une partie des intervalles 
qui existent entre les molccuîes de ce liquide). Or ce n'est pas là le 
vrai continu : le vrai continu, épuise en la réalisant toute la possibilité 
d'être. 

Un corps de la nature, sans perdre aucune des molécules ou des 
points qui le constituent, peut se déformer si ces molécules viennent 
précisément occuper dans un nouvel état, par exemple en passant 
dans un local plus froid, les possibilités d'être laissées disponibles par 
les molécules dans le premier état. Et ainsi l'on se fait la notion d'un 
espace dont les points seraient liés les uns aux autres par des inter- 
valles variables suivant la position de ces points dans l'espace, c'est-à- 
dire d'un espace non homogène. Mais dans cette notion d'espace, il 
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y a comme une synthèse de deux concepts irréductibles : celui de 
point et celui d'intervalle, aussi obscurs d'ailleurs l'un que l'autre et 
aussi peu définis : c'est une conception erronée. 

Le véritable concept d'espace ne contenant qu'une sorte d'élément, 
la déformation d'une figure revient à envisager, dans l'étendue indéfi- 
nie dont cette figure est une partie, une série nouvelle d'éléments 
comme limite de celte figure. C'est encore, si l'on veut, une variation 
de la possibilité d'être (jui par sa réalisation constituait l'étendue de la 
figure dans son étal primitif. Ainsi pour avoir le concept du continu, 
il faut s'affranchir totalement des images que nous fournissent les 
corps naturels, qui ne sont pas des. continus parfaits. Il faut s'élever 
à cette pure conception de Vôtre, dont aucune partie n'admet de déter- 
mination différentielle, c'est-à-dire de l'être homogène ou identique 
dans toutes ses parties. 

Puis-je avoir la prétention d'émettre une vérité bien neuve ? Non, 
car dans son ouvrage La Science et l'Hjpothhe, page 83, 
M. H. Poincaré, cherchant une explication du monde non euclidien^ 
la trouve précisément dans la variation d'un certain rapport entre les 
éléments des figures, subissant des transformations fonctions de leurs 
déplacements, et par là il prouve, h. mon sens, que les géométries 
non euclidiennes peuvent bien èti'e celles de certaines figures particu- 
lières, mais non la géométrie de l'être absolu et homogène. Car l'idée 
de ces figures subissant des modifications ne peut se comprendre que 
si elles sont formées de points séparés par certains intervalles, c'est-à- 
dire si elles sont analogues aux corps de la nature qui ne sont pas 
des continus pai-faits, et sont susceptibles de réaliser, parleur étendue, 
des possibilités d'être variables. Ainsi les géométries non euclidiennes 
apparaissent comme des ensembles de lois relatives à des déplace- 
ments formant un groupe, c'est-à-dire s'effectuant suivant des con- 
ditions déterminées ; elles ne donnent pas les propriétés du continu 
parfait et homogène. 

On peut s'étonner qu'après une telle explication du monde non 
euclidien, M. H, Poincaré prétende que des êtres faits comme nous, 
dont l'éducation serait différente, pourraient avoir une géométrie diffé- 
rente, c'est-à-dire non eucfidiennc. Mais alors c'est admettre, bien 
qu'on démontre plus loin le contraire, que c'est l'expérience qui est 
notre professeur de géométrie ! 

Toute cette confiision, toutes ces contradictions n'ont qu'une cause : 
l'absence de définition des choses identiques. 

Car si l'on se contente de la définition ordinaire : sont identir[ucs 
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deux figures qu'on peut amènera coïncider, il est clair qu'on suppose 
que le mouvement s'effectue, la figure restant identique à elle-même, 
ce qui est un cercle vicieux évident. Aussi, peut-on dire, comme le 
remarque M. Poincaré, que cette délitiition ne définit rien. Et pour- 
tant ce géomètre n'en donne pas d'autre ; il dit simplement qu'elle 
implique un axiome, à savoir la possibilité du mouvement d'une 
figure invariable : mais qu'est-ce encore que l'on appelle figure inva- 
riable? C'est uii axiome qui ne signifie rien puisqu'il rapproche des 
mots dont on ne donne pas la signification. 

Au fond, et quoi qu'on en dise, on n'admet pas d'autre critère de 
l'identité de deux; figures que le résxdtat expérimental de la possibi- 
lité de leur coïncidence. Or il est hors de doute, que dans toute expé- 
rience nous pouvons être le jouet de quelque illusion, par suite de 
l'existence possible d'une cause de variation à nous inconnue. Et alors 
en jouant sur les mots, en profitant de la confusion résultant de 
l'existence de figures qui tout en pouvant n'être pas identiques au sens 
vrai du mot, sont tout de même identiques illusoirement, on croit 
arriver à démontrer l'égale possibilité de diverses géométries eucli- 
dienne, riemanienne, lobatscheffskienne. On n'en distingue généra- 
lement que trois, peut-être pourrait-on en imaginer un plus grand 
nombre. 

Or ces conclusions sont inexactes comme leur point de départ ; en 
réalité il n'y a qu'une géométrie, celle des figures \'érilablement in- 
variables, et les autres n'en sont que des conséquences ou des parties, 
rcsullant de la considération du mouvement, dans l'espace homogène, 
de figures qui no restent pas identiques à elles-mêmes. 

Qu'est-ce donc que deux figures identiques? Je l'ai dit en établis- 
sant les axiomes. J'ai montré le rôle de l'expérience dans la genèse de 
ce concept. I! résulte de ce que, dans l'incessante variation de la ma- 
nière d'être de l'univers, il est des objets, les corps solides, qui nous 
semblent présenter un ensemble de propriétés permanentes, durables 
et toujours sensiblement les mêmes, malgré leur mouvement relatif 
par rapport aux autres. Il se peut que nous soyons victimes d'uqe 
illusion : nous le sommes même certainement. Mais qu'importe P Car 
ce n'est pas sur des résultats plus ou moins approximatifs que repose 
la science, mais sur le concept que ces résultats font naître en nous, 
de la possibilité de figures qui ne dijjèrent qae par l'individualité dis- 
tincte des ensembles de points qui les déterminent. Ce n'est donc pas 
parce qu'elles peuvent coïncider qu'elles sont identiques ; c'est parce 
qu'elles sont identiques qu'elles peuvent coïncider. Car autour de cha- 
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que position occupée par un point mobile de l'une d'elles, on peut 
imaginer im ensemble de points formant unefig'ure qui n'a d'autre 
différence avec l'autre que l'individualité distincte de cet ensemble de 
points. 

Et maintenant, puisqu'il est certain que dans l'estimation que nous 
faisons de Tégalilé de deux figures matérielles nous nous trompons, 
■pourquoi supposer que des êtres faits comme nous, mais vivant dans 
un monde différent où la cause des erreurs qu'ils commettent sur 
l'égalité des figures, tout en leur échappant, nous serait perceptible, 
pourquoi supposer que ces êtres auraient une géométrie différente de 
la nôtre?(') Qui prouvera quenousne commettons pas nous-mêmes 
une erreur très grosse en soi, quoique inconnue de nous, et n'avons- 
nous pas cependant connu la géométrie euclidienne? 

Les figures géométriques consistent en somme en un certain nom- 
bre de rapports bien détenntnés entre des positions de points. Quel 
que soit le monde où ils vivent, c'est-à-dire quelle que soit la nature 
de l'illusion qui a provoqué en eux la notion de ces rapports, cette 
notion est la même pour tous les êtres faits de la même façon. C'est 
à un ensemble donné de ces rapports, pures conceptions, et non aux 
figures saisies par nos sens que s'appliquent les vocables géométri- 
ques. Il ne faut donc pas dire que des êtres vivant dans un monde 
différent du nôtre appelleraient droite la transformée ponctuelle de 
ce que nous appelons droite, ■ — mais qu'ils considéreraient comme 
réalisant dans leur monde le concept géométrique de droite, la trans- 
formée ponctuelle de ce que nous considérons comme réalisant dans 
notre nature le même concept géométrique de droite. 

Si dans tout ce qui a trait aux premiers principes se manifeste une 
telle imprécision dans les conceptions et le langage, c'est qu'on ne 
s'affranchit pas assez vite de la suggestion expérimentale et qu'on ne 
s'élève pas immédiatement aux conceptions exclusivement rationnel- 
les, comme doit être par exemple celle des figures identiques. Tout en 
s'en défendant, on fait jouer à l'expérience un rôle beaucoup plus 
long que celui qu'elle doit tenir. Elle doit figurer seulement au com- 
mencement de la science pour introduire en notre esprit les conccpla 



(') M. Poincarfi Bouticnb '^ao des ôtroa ïivont dans un monde ou 
yariorait d'une maiiiore uniforme a partir d un point comme ccn 
surfaces splicriques concontriqims, n'auraient pjç la même geomi. 
parce qu'ils considéreraient comme figures identique», sans pouvou 
leur erreur, des figuros aeniblabloB dilatées en fonction dt U temptr 
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et les axiomes. Ensuite elle doit disparaître. La science est en dehors des 
vérifications expérimentales, toujours grossières et approchées, et pour 
lesquelles on ne sait jamais s'il ne subsiste pas quelque cause d'erreur. 

D'ailleurs la notion de point étant par définition celle d'un élé- 
ment que nos sens ne peuvent saisir ni discerner, comment l'expé- 
rience pourrait-elle être invoquée pour justifier l'égalité de deux 
étendues limitées par ces éléments indiscernables P Quel qiie soit le 
degré de précision des expériences, quelle que soit la perfection des 
instruments au moyen desqriels nous suppléons à l'imperfection de 
nos sens, jamais nous n'atteindrons le terme ultime de l'étendue. 
Tout l'effort de l'observation ne peut tendre qu'à s'en rapprocher le 
plus possible, tout en en restant éloigné d'une ipantité infinie par 
rapport à cet élément même. 

Il en est de même pour la durée. Jamais nous ne pourrons saisir 
cet état infinitésimal correspondant à un instant, ni par suite les 
états de deux êtres différents qui concourent par leur simultanéité à 
produire un état de l'èlre universel. 

Mais est-ce à dire, parce que nous sommes impuissants à déter- 
miner dans la pratique deux états rigoureusement simultanés, que 
nous n'ayons pas la notion de la simultanéité ? Ce serait encore faire 
dépendre une notion de sa vérification expérimentale. Ce serait tou- 
jours faire le môme cercle vicieux qui consiste à dire que deux ins- 
tants sont simultanés lorsqu'ils sont observés tels, sans préciser 
jamais ce que c'est que la simultanéité. Et de fait, c'est toujours dans 
le manque de précision ou même dans l'absence totale des définitions 
premières, dans un appel à une intuition trop vague que se trouve la 
source de toutes ces obscurités. K force d'entendre parler d'instants 
simultanés, de durées égales, on s'imagine, h tort, avoir une notion 
très claire de ces objets. Puis quand on est arrivé à dissiper tous ces 
brouillards, on voit à quelles inexactitudes peut conduire ce manque 
de précision des données premières. 

Ainsi n'est-il pas étrange de voir formuler des propositions telles que 
celle-ci : nous n'avons pas l'intuition directe de la simultanéité, pas plus 
que celle de l'égalité de deux durées, alors que tous les raisonnements 
faits pour aboutit à cette conclusion ne reposent pas sur d'autres no- 
tions que précisément celles dont on veut prouver la non-existence ? 

Cette confusion, pour la durée, me semble venir d'une faute origi- 
nelle ou plus exactement d'un manque d'ampleur dans les conceptions 
d'où l'on fait dériver la notion de durée. On considère chaque être 
eonmic une petite monade indépendante, sans action sur les êtres 
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extérieurs et n'en subissant aucune réaction. On ne s'élève pas à cette 
conception de l'être universel dont chaque être est une partie inter- 
venant par sa manière d'être particulière pour déterminer la manière 
d'être universelle. On considère autant de durées n'ayant entre elles 
aucun lien qu'il y a d'êtres distincts. Or il n'y a qu'une durée : c'est 
la succession des manières d'être universelles. Classer un phénomène 
dans la manière d'être universelle où il a sa part de détermination, 
c'est tout le problème de la mesure du temps, problème d'autant 
plus vaste et complexe que le phénomène considéré est plus éloigné 
dans le temps. 

Et ce qu'on peut dire alors très exactement, c'est que l'homme est 
dans une impuissance radicale de connaître pratiquement les instants 
simultanés ou les durées égales, ce qui résulte d'ailleurs directement 
et sans longues explications, de la définition même des objets dont on 
parle, instants et durées. La science appliquée n'a pas d'autre but que 
de rechercher et de calculer les causes qui peuvent intervenir pour diffé- 
rencier dans le temps les états des divers êtres. Mais l'idée fondamen- 
tale, celle qui donne un sens, une raison d'êti-e à ces recherches, c'est 
que précisément ces instants simultanés, ces durées égales existent. 

Ces objets ne peuvent donc avoir de définition expérimentale. Ce 
sont de pures conceptions qui, bien que suscitées par l'observation, 
ne se définissent pas par elle, mais se déduisent directement, grâce à 
la faculté de difi'érenciatioii, du coiicepl de l'être et de ses divers 
états. 

III. — Le coHcept de droite. 

Ainsi une idée inexacte do continu, l'absence de définition ration- 
nelle des grandeurs identiques ou égales, voilà deux causes premiè- 
res de la confusion qui règne dans l'établissement des principes de la 
science, et particulieremenl de h géomctiie 

Mais il en existe d'auties qui sont d avoir considère ceitaines figu 
res, par exemple la droite, comme dei données de l'mtmtion expéii- 
mentalc, au lieu de déduite leur existence el leurs propriétés des lap- 
ports fondamentaux existant entie les poiitionb des points L'eiieur 
vient encore d'avoir fait durer le rôle de l'expeiience, aloia qu'elle 
était non seulement inutile, mais nuisible tai plus les rapports 
qu'on voudra déduue de 1 expérience seule seiont compliques, plus 
ils seront douteux, 1 ippioximation augmentant non avec la com 
plexité, mais avec la smiphcitc des fut-i obitnes 
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On peut dire que la diversité de géomélries contradictoires entre 
elles découle d'une confusion originelle. Cette confusion réside dans 
la multiplicité des concepts représentés par le même vocable de dis- 
tance. Au lieu de chercher pour ce concept une définition simple et 
très générale, comme doivent être nécessairement les définitions de 
ces premières notions, au lieu de se rendre compte que de ce rapport 
si général devaient se déduire les figures plus particulières comme cel- 
les de droite, de ligne à courbure constante, etc., on a fait dépendre 
au contraire ce rapport de ces figures, en cherchant dans les données 
expérimentales une ligne susceptible de le représenter et de le défi- 
nir. Or il est évident que pour caractéiiser ce rapport de la distance 
de deux points (qui n'est en son essence même que leur différence 
intrinsèque d'individualité ou de position), il fallait choisir un élé- 
ment de ligne telle que par ces deux points il n'en passât qu'une, et 
qui fût déterminée par la seule donnée de ces deux points. Euclide 
crut que ces conditions suffisaient à déterminer une ligne et une 
seule qu'il a appelée droite. Les déductions des géomètres non eucli- 
diens ont prouvé que ces conditions ne suffisaient pas et M. Beltrami 
a montré que les géodésiques de toutes les surfaces à courbure 
constante jouissaient des mêmes propriétés que la droite euclidienne. 

Ainsi il s'est trouvé que sous le même vocable de distance étaient 
confondus trois concepts diflérents : la longueur d'une droite eucli- 
dienne, la longueur d'une ligne à courbure constante positive, la 
longueur d'une ligne à courbure constante négative, ces ti-ois sortes de 
hgnes étant elles-mêmes confondues sous le vocable commun de droite. 

Le côté curieux de la question, c'est que les diverses géométrics 
distinguent bien en somme par des propriétés différentes ces diverses 
lignes, mais elles s'obstinent à les confondre sous un même vocable. 
Pourquoi ? Sans doute pour que nous en tirions cette leçon : c'est 
que dans la donnée brutale des propriétés distinctes et parliculières, 
il est impossible de voir le lien logique et nécessaire reliant ces pro- 
priétés éparses, et que ce lien, s'il existe, résulte de concepts plus 
généraux et plus simples que ceux des figures considéi-ées. 

En réalité, le concept d'espace, dans sa réalisation pleine et entière, 
est infiniment plus riche que semblent le faire croire les diverses 
géométries euclidienne, riemanienne et lobatschefTstienne, dont cha- 
cune voudrait le ramener k une forme bien déterminée, alors qu'il 
renferme ces trois formes réalisées et subsistant côte à côte en son 
sein, les variables fondamentales de chacun de ces systèmes consti- 
tuant en somme les individus d'une même classe (ligues à courbure 
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constante, positive, négative, nulle). Il est manifestement inutile de 
continuer à confondre sous un même vocable des intuitions différen- 
tes. Ce qu'il convient de faire est, au lieu de chercher dans le 
domaine sensible et expérimental la notion d'une figure dont les 
propriétés, plus ou moins nettement conçues, sembleraient la recom- 
mander pour représenter la différence intrinsèque d'individualité de 
deux points, de déduire de l'étude rationnelle de cette différence 
l'existence d'une ligne jouissant d'un faisceau de propriétés bien déter- 
minées. Si l'on donne à cette ligne le nom de droite, alors il ne sera 
plus permis d'appeler du même vocable une autre ligne qui jouirait 
seulement de quelques-unes des propriétés, à l'exclusion des autres. 
Si on arrive à établir l'existence d'une telle ligne, on aura grand 
soin au contraire de la distinguer par un vocable différent, 

C'est en somme ce que nous avons entrepris. Nous n'insisterons 
que sur un point de notre argumentation : celui qui a trait à la défi- 
nition et aux propriétés des droites parallèles. 

D'abord notre définition : « on appelle droites parallèles les droi- 
tes perpendiculaires à un même plan », n'implique aucun postulat, 
puisque, des axiomes fondamentaux, nous avons déduit successive- 
ment l'existence des figures dénommées droites, plans, droites perpen- 
diculaires à un plan. 

C'est de cette définition des droites parallèles que nous tirons tou- 
tes leurs propriétés. Or les géométrîcs non euclidiennes ont prouvé 
qu'on ne pouvait pas les déduire toutes des propriétés déjà établies de 
la droite. A priori il semble qu'on pouvait s'y attendre, car ces pro- 
priétés de la droite sont pour ainsi dire intrinsèques : elles résultent 
de l'étude du contînuum homogène autour de deux points. La pro- 
priété caractéristique des droites parallèles doit être un rapport 
extrinsèque entre deux figures jouissant des propriétés intrinsèques 
ci-dessus et placées d'une certaine manière dans le continuum homo- 
gène. Donc sa démonstration doit dépendre également des propriétés 
intrinsèques des figures et de celles du continuum dans lequel elles 
se trouvent. Voilà pourquoi il serait illusoire, étant données deux 
droites parallèles telles que nous les avons définies, de chercher 
à montrer directement la coïncidence de deux plans passant par un 
mSme point et perpendiculaires à ces droites, car on négligerait dans 
ce cas de faire intervenir l'un des facteurs fondamentaux de la dé- 
monstration, à savoir la propriété de l'étendue à laquelle elles 
appartiennent et qui est la continuité. Ce n'est qu'en envisageant 
un déplacement coiiimu cl déterminé fie chacun des plans qu'on pourra 
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tenir compte de tous les facteurs qui s'imposent a priori comme 
devant jouer un rôle dans la démonstration et avoir par suite quelque 
chance de réussite. 

En résumé, le parallélisme, comme toute autre propriété des figu- 
res géométriques, est une conséquence de la continuité parfaite, et 
homogène. Les conceptions non euclidiennes revienuent à envisager 
comme un certain hiatus, un certain bâillement entre les perpendi- 
culaires élevées en tous les points d'un plan, bâillement qui est 
incompatible avec la notion du continu parfait et homogène. 

Pour ce continu, parfait, homogène et isotrope, il n'existe qu'une 
seule géométrie, la géométrie euchdîenne. Et comme cette géométrie 
est l'étude de la possibilité d'être intégrale et absolue, et que les con- 
ceptions des géomètres non euclidiens sont possibles puisque non con- 
tradictoireSj il en résulte que leurs déductions ne sont que des parties 
de la géométrie générale et absolue, c'est-à-dire de la géométrie 
euclidienne. En dépouillant le concept de droite d'une ou de deux 
propriétés fondamentales, ils en arrivent en somme à considérer des 
possibilités qui ne sont plus des droites, mais des lignes ayant une 
courbure, et ainsi qu'on l'a montré, il suffit de traduire leurs propo- 
sitions au moyen d'un certain dictionnaire pour retomber sur les 
propositions de la géométrie ordinaire ('). 

De ce que les non euclidiens ont conservé, alors qu'ils n'avaient 
pas ce droit, le nom de droites à des figures qui n'en étaient pas, et 
de ce qu'ils ont obtenu en partant dii concept de ces nouvelles figures 
des déductions non contradictoires, mais contraires à celles qu'on 
obtient en partant du vrai concept de droite, il est vraiment étrange 
qu'on ail osé conclure que la géométrie euclidienne n'était pas néces- 
saire, et que le postulat d'Euclide ne pouvait être qu'une manière 
simple et commode d'envisager les choses, sans qu'il fût jamais pos- 
sible d'espérer le rattacher aux propriétés fondamentales de l'étendue. 
C'est une conclusion qui n'est certainement pas contenue dans les 
prémisses et qui ne peut avoir pour excuse que la constante impuis- 
sance à établir sa fausseté. 

(<) Ensomma]a g|£oméErîo deBiemann est k géométrie des surfaces ft courbure 
ConStanki positive t le plan riemaaien est ce que les euclidiens appellent surface 
sphérique, et la droite riemanienne est ce que les mêmes sLiclidiens appellent grand 
cercle. De même la géométrie de Lobatschefski est la géométrie des surfaces à cour- 
bure coiistBiito négoliVo. 
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